Logik und diskrete Strukturen ' Prof. Dr. Rolf Klein
Wintersemester 2017/18 Barbara Schwarzwald

Probeklausur

Bitte beachten Sie folgende Hinweise: Diese Probeklausur stellt nur eine exemplari-
sche Sammlung von méglichen Klausuraufgaben dar. Insbesondere ist der Umfang an die
Umstédnde angepasst, dass noch nicht alle Themen in der Vorlesung behandelt wurden.
Uber die Weihnachtspause haben Sie die Gelegenheit, die Aufgaben in Ruhe nachzuar-
beiten. Die Besprechung der dann noch bestehenden offenen Fragen findet in den ersten
Ubungen nach der Weihnachtspause statt.

Aufgabe 1
(a) Zeigen Sie mittels vollstindiger Induktion, dass die Ungleichung
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fiir alle natiirlichen Zahlen n € N gilt.

(b) Seien M und N Mengen mit jeweils mindestens zwei Elementen und sei f: M — N eine Funktion.
Welche der folgenden Aussagen sind dquivalent dazu, dass f surjektiv ist?

(I) 3xe MVye N: f(x)=y
() Vye NIz e M: f(z) =y
(IIl) Ve e M3y e N: f(x) =y
(IV) Yy e N: (Vx € M: f(x) #
(V) ~Jye NVz € M: f(x)
(VI) Yy e N-Vz € M: f(x)
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(¢) Seien M und N nichtleere endliche Mengen und f: M — N eine surjektive Funktion. Zeigen Sie,
dass dann |M| > |N| gilt.

(d) Seien M = {A,B,C,D} und R C M x M die unten schematisch dargestellte Relation auf M. Geben
Sie mit Begriindung an, ob R reflexiv, symmetrisch, transitiv, bzw. eine Aquivalenzrelation ist.
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(e) Sei M eine nichtleere endliche Menge. Wie viele symmetrische und gleichzeitig antisymmetrische
Relationen R C M x M auf der Menge M gibt es? Begriinden Sie Ihre Antwort.



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 2

(a) Benennen Sie die fiinf Komponenten, aus denen ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NFA)
besteht. Geben Sie bei Funktionen und Relationen stets den Definitions- und den Bildbereich an.

(b) Ist jede Untermenge L' C L einer reguliren Sprache L stets regulir? Begriinden Sie Thre Antwort!
c¢) Geben Sie das Pumping-Lemma an.
(¢) Geben Sie das Pumping-L

(d) Sei & = {a,b} ein Alphabet. Gibt es einen DFA, der die Sprache L = {a’’ : ,j > 1} entscheidet
und genau einen akzeptierenden Zustand besitzt? Begriinden Sie IThre Antwort!

(e) Sei L ={we X" : |Jw]|s — |w|s| <1} eine Sprache iiber dem Alphabet ¥ = {a,b}. Ist L regulir?
Begriinden Sie Thre Antwort!

(f) Welche Sprache entscheidet der unten abgebildete NFA? Geben Sie einen DFA an, der dieselbe
Sprache entscheidet.

(g) Geben Sie einen regulidren Ausdruck R an, der die Sprache
L ={we{0,1}" : w enthélt nicht die Zeichenfolge 00 oder 11}
erzeugt.

(h) Bestimmen Sie fiir die Sprache aus der vorangehenden Aufgabe alle Aquivalenzklassen der Nerode-
relation.

(i) Geben Sie eine reguldre Grammatik G an, die die Sprache
L ={w € {0,1}" : Die Anzahl der Einsen in w ist durch 3 teilbar}

erzeugt.

Aufgabe 3

(a) Sei M eine iiberabzihlbare Menge und sei N C M eine abzihlbare Teilmenge. Zeigen Sie, dass
M \ N iiberabzihlbar ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Menge aller Wérter iiber dem Alphabet ¥ = {0, 1} abzéhlbar ist.

(c) Beweisen Sie, dass die Menge {0,1} := {f : N — {0,1}} der Funktionen von den natiirlichen
Zahlen in die Menge {0, 1} {iberabzéhlbar ist.

(d) Zeigen Sie per vollst. Induktion, dass Y (}) = 2" fiir alle n € N gilt.
k=0
(e) Auf wie viele verschiedene Arten kénnen beim Skat die Buben verteilt werden. Begriinden Sie Ihre
Antwort. (Es gibt beim Skat 4 verschiedene Buben, alle Karten werden verteilt, 3 verschiedene
Spieler erhalten jeweils 10 Karten und 2 Karten werden verdeckt in den Skat verteilt.)



