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Kapitel 1

Einfiihrung

Im vergangenen Semester haben wir verschiedene klassische algorithmische
Fragestellungen (Sortieren, Flussprobleme, Graphenprobleme, Bin-Packing,
Knapsack, etc.) untersucht, Losungspliane dafiir entworfen und die Effizi-
enz dieser Plane untersucht. Die Losungsplane beruhten dabei auf sehr un-
terschiedlichen Vorgehensweisen (Divide-and-Conquer, Inkrementelle Kon-
struktion, Greedy, Dynamische Programmierung, Sweep, etc.). Diese Pa-
radigmen haben wir fiir verschiedene Fragestellungen zur Anwendung ge-
bracht. Fiir die Analyse der Lésungen wurden dann die wesentlichen Berech-
nungsschritte asymptotisch abgeschatzt. Neben der formalen Beschreibung
dieser Abschitzungen (O- und Q-Notation) haben wir auch verschiedene
Methoden der Analyse (Rekursionsgleichungen, Induktionsbeweise, struk-
turelle Eigenschaften, Rekursionstiefe, etc.) kennengelernt und angewendet.
Auflerdem haben wir gesehen, dass zur rechnergestiitzten Umsetzung der
Losungspléane eine geeignete, effiziente Reprasentation der Daten (Daten-
strukturen) im Rechner notwendig ist. Ein wesentlicher Bestandteil der Vor-
lesung war die formale Analyse der vorgestellten Techniken und Strukturen.
Dadurch konnten wir Giitegarantien angeben. Die Formulierung der Algo-
rithmen wurde im Wesentlichen durch Pseudocode dargestellt, der sich im
Prinzip in jeder héheren Programmiersprache umsetzen lasst.

In diesem Semester beschéftigen wir uns mit der theoretischen und prakti-
schen Berechenbarkeit von (mathematischen) Problemen. Dazu gehen wir in
Kapitel 2 der Frage nach, welche Probleme bzw. Funktionen wir mit Algo-
rithmen und modernen Computern iiberhaupt 16sen kénnen. Eine mathema-
tische Funktion nennen wir intuitiv berechenbar, falls es einen Algorithmus
gibt, der zu jeder Eingabe aus dem Definitionsbereich eine Ausgabe pro-
duziert. Terminiert der Algorithmus nicht, so war die Eingabe nicht in der
Definitionsmenge enthalten. Dabei verstehen wir unter einem Algorithmus
ein Rechenverfahren mit den folgenden Eigenschaften:

1. Die Rechenvorschrift besteht aus einem endlichen Text; der Ablauf ist
eine Folge von (potenziell unendlich vielen) Rechenschritten.



2. Zu jedem Zeitpunkt ist eindeutig der nichste Rechenschritt bestimmt.

3. Jeder Rechenschritt hédngt nur von der Eingabe und den bisher be-
rechneten Zwischenergebnissen ab.

Intuitiv haben wir bereits eine Vorstellung, wann eine mathematische Funk-
tionen berechenbar ist. In Kapitel 2 formalisieren wir diesen intuitiven Bere-
chenbarkeitsbegriff. Wie wir sehen werden, gibt es tatsdchlich auch Problem-
stellungen, die nicht berechenbar sind. Das heifit wir kénnen sie mit moder-
nen Computern nicht 16sen. Im zweiten Teil dieser Vorlesung konzentrieren
wir uns auf die praktische Berechenbarkeit. Obwohl ein Problem theoretisch
berechenbar ist, kann es sein, dass die Berechnung des Ergebnisses viele Jah-
re dauern wiirde. Aus diesem Grund fithren wir in 7?7 eine Charakterisierung
von Schwere-Klassen der Problemstellungen je nach Komplexitét ein.



Kapitel 2

Theoretische
Berechenbarkeit

2.1 Conways Spiel des Lebens

Zur Motivation betrachten wir das Spiel des Lebens, welches J. H. Conway
1970 entwarf. Das Spielfeld besteht aus einem Gitter quadratischer Zellen.
Wir nehmen an, dass die Anzahl an Zellen in jede Richtung unbeschrankt
ist. Jede der Zellen kann genau einen der Zusténde lebendig bzw. tot an-
nehmen. Das Spiel findet in Zeitschritten statt. Zu Beginn des Spiels, d.h.
zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird eine erste Generation lebendiger Zellen auf dem
Gitter platziert, die librigen Zellen sind tot. Zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 ist die
Generation zum Zeitpunkt ¢ + 1 durch die folgenden Spielregeln bestimmt:

1. Eine tote Zelle zum Zeitpunkt ¢ lebt zum Zeitpunkt ¢ + 1, falls genau
drei (der acht direkten) Nachbarn zum Zeitpunkt ¢ leben.

2. Eine lebende Zelle zum Zeitpunkt ¢ iiberlebt, falls sie zum Zeitpunkt
t zwei oder drei lebende Nachbarn hat.

Mit diesen Spielregeln kénnen wir leicht einen Algorithmus angeben, der zu
jedem Zeitpunkt die folgende Generation berechnet. Es kann jedoch keinen
Algorithmus geben, der fiir zwei beliebige Generationen priift, ob die zwei-
te Generation zu irgend einem Zeitpunkt aus der ersten hervorgeht. Dies
kann man auch formal beweisen. Offensichtlich haben wir hier eine Grenze
der Berechenbarkeit erreicht. Solche Grenzen werden wir in Abschnitt 2.4
untersuchen.

Zunachst sehen wir uns an, was iiberhaupt berechnet werden kann. Intuitiv
haben wir davon eine Vorstellung. Zur Formalisierung des Berechenbarkeits-
begriffs wurden einige Konzepte (bzw. Modelle) entwickelt. In dieser Vorle-
sung lernen wir zwei der Konzepte naher kennen. In Abschnitt 2.2 betrach-
ten wir den Ansatz der p-rekursiven Funktionen. Anschlieend untersuchen



wir die von Turing eingefithrten Turingmaschinen. Beide Konzepte definie-
ren den Begriff der Berechenbarkeit auf ganz verschiedene Art und Weise.
Dennoch sind beide Konzepte gleich méchtig, was wir auch formal beweisen
werden. Diese Tatsache nehmen wir als Indiz fiir die Giiltigkeit der folgenden
These, die die Fahigkeiten moderner Rechenmaschinen beschreibt.

Church-Turing-These (Churchsche These) Die Klasse der durch Tu-
ringmaschinen (bzw. p-rekursiven Funktionen) berechenbaren Funktionen um-
fasst alle intuitiv berechenbaren Funktionen.

Da wir den Begrift intuitiv berechenbarer Funktionen nicht exakt formalisie-
ren konnen, lésst sich diese These auch nicht beweisen. Es gibt jedoch eine
Vielzahl weiterer Formalisierungen, die alle hinsichtlich ihrer Berechnungs-
stiarke dquivalent sind.

2.2 p-rekursive Funktionen

Wir konstruieren uns zunéchst eine Klasse (bzw. Menge) von berechenbaren
Funktionen. Die Idee besteht darin, einige wenige einfache Grundfunktio-
nen zu definieren. Aus diesen lassen sich dann mittels einfacher Operatio-
nen (bzw. Schemata) neue berechenbare Funktionen gewinnen.

(A) Grundfunktionen (fiir r, s € Np)
(i) Konstante Funktionen

cy N — Np

r=(x1,29,...,2y) s

(ii) Nachfolgefunktion

N No — No
z —x+1
(iii) Projektionen
P Ng — Np
= (1'1,1'2,...,1’,») — X

(B) Operationen (fiir r, s € Ng)
(i) Substitution (simultanes Einsetzen) Fiir

g1,---,9r: Nj¥ — Np
g: Ny —=Np



definiere
h: Nyt — Ny
v =g, 0:()
(ii) Primitive Rekursion Fiir
g: Ny —=No
fo NI Ny
definiere
h: Nyttt =Ny
hx,0)  =g()
hxy+1) = f6y hixy)

Aus diesen Grundfunktionen und Operationen kénnen wir nun die Klasse
der primitiv rekursiven Funktionen wie folgt erzeugen.

Definition 1 (Primitiv rekursive Funktionen). Die Klasse P der primitiv
rekursiven Funktionen ist die kleinste Klasse von Funktionen, die

1. die Grundfunktionen enthilt und

2. abgeschlossen ist unter den Operationen Substitution und primitive
Rekursion.

Eine Funktion f heifit primitiv rekursiv genau dann wenn f € P gilt.

Fiir eine primitiv rekursive Funktion kénnen wir also eine Folge von Grund-
funktionen und Operationen angeben, aus denen sie sich herleitet. Um zu
beweisen, dass eine gegebene Funktion f tatsichlich primitiv ist (f € P),
miissen wir fiir sie eine solche Herleitung finden. Wir illustrieren dies anhand
folgender Beispiele.

Beispiel 1. 1. Addition a(z,y) =z +y
a(#,0) = Pl ()
r+y+l=a(x,y+1) = N(Pg’(m’,y,a(:c,y)))

2. Multiplikation m (z,y) =z -y

m(z,0) = c}(x)
m@,y+1) = a(P@ym@y), P @y my)
= Tyt

Folglich ist die Multiplikation primitiv rekursiv, da wir bereits gezeigt
haben, dass die Addition primitiv rekursiv ist und P unter Substitution
abgeschlossen ist.



3. Potenz h (z,y) = z¥

h(z,0) = cl(z)
hzy+1) = m (P (@y.h(y), P} (zyh(zy)

Hier verwenden wir, dass die Multiplikation primitiv rekursiv ist.

0 =0
4. Vorgéangerfunktion V (y) = Y
y—1 ,y>0
V(0) := cg
Vy+1) = P (y,V(y)

— >
5. Modifizierte Differenz d (z,y) = {:1: y »r2y

0 ,sonst
d(z,0) = P ()
d(z,y+1) = V(Pg(w,y,d(x,y)))

Statt d(z,y) werden wir im Folgenden auch z — y schreiben.

Um komplexere Funktionen beschreiben zu kénnen, verwenden wir Préadika-
te. Ein r—stelliges Pradikat P tiber Ny ist eine Teilmenge von Nj. Zu diesem
Prédikat P gehort aulerdem eine charakteristische Funktion

xp: Nj—{0,1}

1) = 1 ,xeP
xp(®) =9, P

Statt ¢ € P schreiben wir kurz P(x). Wir nennen das Pradikat P genau dann
primitiv rekursiv, wenn die zugehorige charakteristische Funktion xyp € P
primitiv rekursiv ist.

Lemma 1. Mit P und Q sind auch die Pradikate

PAQ = PNQ
PvQ = PUQ

primitiv rekursiv.



Beweis. Es gilt

XPAQ = XP'XQ
xpvg = sg(xr+xQ)
x-p = l=xp=1-xp
- . 1 ,2>0 . ..
wobei die Funktion sg (z) := 0 0 € P ist. (Ubungsaufgabe) O
’$ =

Mit Hilfe von Pradikaten lasst sich bequem beweisen, dass die Definition
von Funktionen mit einer endlichen Anzahl an Fallunterscheidungen nicht
aus P herausfiihrt. Jede so neu definierte Funktion ist also ebenfalls primitiv
rekursiv, wie wir nun zeigen.

Theorem 1. Seien Py, ... P, paarweise disjunkte r-stellige primitiv rekursi-
ve Prdadikate, und seien fi,..., fr : Nj = No primitiv rekursive Funktionen.
Dann ist auch folgende Funktion primitiv rekursiv:

J1(x) , falls Py (r)

g@) =9
fe(x) , falls Py (¢)

0 , sonst.

Beweis. Wegen der Disjunktheit der Pradikate ist ¢ wohldefiniert. Wir kon-
nen g ausdriicken durch

k
9@ = D xp @ filx)
=1
a(xp, (¥)- fi(x),a(---))

k—mal verschachtelt

O

Nun stellt sich die Frage, ob wir mit der Klasse der primitiv rekursiven
Funktionen bereits eine Beschreibung aller intuitiv berechenbaren Funktio-
nen gefunden haben. Dass dem nicht so ist ldsst sich mittels Diagonalisierung
beweisen. W. Ackermann gab sogar explizit eine mathematische Funktion
an, die nicht primitiv rekursiv ist.

Da die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen nicht alle intuitiv bere-
chenbaren Funktionen abdeckt wollen wir jetzt eine entsprechende Erweite-
rung von P vornehmen. Wir fithren einen Operator ein, der auf der Ganzheit
der natiirlichen Zahlen nach der kleinsten Nullstelle sucht.



Definition 2 (u—Operator). Sei f : Nj™' — Ny eine Funktion. Dann wird
puf : Ng = No definiert durch

das kleinste y mit f (r,y) = 0 und
pf (@) =< f(&0),...,f(xr,y—1) ist definiert ,falls y existiert

undefiniert , sonst.

Falls der zweite Fall nie eintritt, d.h. falls gilt Vrdy : f(r,y) = 0, sagt
man: uf entsteht aus f durch Anwendung des u-Operators im Normalfall.
Insbesondere ist pf(r) undefiniert, falls es kein y gibt mit f(r,y) = 0 oder
f(x,7) undefiniert ist fiir mindestens ein 0 < ¢ < y — 1. Wir erweitern nun
die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen, indem wir die Anwendung
des i Operators erlauben.

Definition 3 (p—rekursive Funktionen). Die Klasse fﬁm der p—rekursiven
Funktionen ist die kleinste Klasse, die

1. die Grundfunktionen enthélt,

2. abgeschlossen unter den Operationen Substitution und primitiver Re-
kursion ist und

3. abgeschlossen ist unter Verwendung des pu—Operators im Normalfall.

Wir definieren F1*" als die Klasse der partiellen y—rekursiven Funktionen
analog, fordern jedoch die Abgeschlossenheit bzgl des u-Operators generell.

Schauen wir uns zunéchst ein paar Beispiele fiir die Leistungsfahigkeit des
u-Operators an:

Beispiel 2. 1. Sei f(z,y) = z = 13y, dann ist pf(z) = [x/13] total.

2. Sei g(z,y) = (r = 13y) + (13y =~ x). Dann ist ug(x) = z/13, falls
durch 13 teilbar ist, sonst undefiniert.

3. Es gilt folgende Folgerung: f € ffft bijektiv = f~1 € F,,.
Zum Beweis setze h (v,w) := (v—= f(w)) + (f (w) = v). Dann ist h
p-rekursiv und und h (v, w) = 0 genau dann, wenn f (w) = v. Setzen
wir nun g (v) := ph (v), dann folgt

g(v) = kleinstes w mit f (w) =v
= das w mit f(w) =w.
7 bij.
Damit haben wir jedoch bereits f~! gefunden, denn g = f~!. Man
konnte auch sagen, dass der p-Operator nach f~1 (v) sucht.

Nun miissen wir zeigen, dass wir mit Hilfe des u-Operators tatséchlich die
Klasse der primitiv rekursiven Funktionen erweitert haben.



fP C tot C 7:1)(11
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Beweis. Die zweite Inklusion ist offensichtlich. Es ist jedoch zu beachten,
dass sich nicht jedes f € FI*" zu einem f € J—-'ff’t fortsetzen lésst!

Die erste Inklusion kann mittels Diagonalisierung bewiesen werden. Der Be-
weis findet sich beispielsweise in [1]. Alternativ kénnen wir auch eine intui-
tiv berechenbare Funktion konstruieren, die nicht primitiv rekursiv ist. Die
Ackermannfunktion erfiillt genau diese Anforderungen, wie wir im folgenden
zeigen. ]

Wir konstruieren nun eine p-rekursive Funktion A, die nicht in P liegt. Idee:
extrapoliere N, +,-,2Y, ...

file,y) = z+y
folz,y) = x-y

f4(«’1§',y) = ,J:x“. ,
yfmal
fn+1 (:U,y—‘rl) = fn($afn+1 (%,y))

Wir wenden also bei jedem Folgenglied die Operation des vorigen Folgen-
glieds y-mal auf x an. Das schnelle Wachstum der Funktion hidngt nicht so
sehr von x ab (schon fiir x = 2 extrem). Deshalb eine kompaktere Definition:

foly) == y+1
Jrr1(0) = fa (1)
fori(y+1) = fulfor1 ()

Per Induktion lésst sich zeigen, dass jede Funktion f,, in P liegt. Es handelt
sich um eine primitive Rekursion. Ab jetzt betrachten wir den Index n als
Variable angesehen und erhalten die Ackermannfunktion

Al(x,y) = fau (y).
Also
A0,y) = y+1

A(x+1,00) = A(z,1)
Alx+1,y+1) = A(z,A(x+1,y)).



Abbildung 2.1: Zur Komplexitit der unteren Kontur von Liniensegmenten.

Diese Funktion ist offensichtlich intuitiv berechenbar. Man rechnet leicht
nach, dass

= y+1

y+2

2y +3

= 29.8_3
'2

— 2 _
(47 y) - \2 , 3

y+3-mal

AuBlerdem kommt diese kiinstlich erzeugte Funktion (bzw. ihr Inverses) tat-
séchlich in der Natur vor! Fiir

a(n):=px : A(z,x) >n

kann die untere Kontur (siche Abbildung 2.1) von n Liniensegmenten aus
O (na (n)) vielen Stiicken bestehen! Diese Tatsache kénnen wir in der Algo-
rithmischen Geometrie zur Laufzeitanalyse verwenden.

Wir werden nun im folgenden zeigen, dass die Ackermannfunktion nicht
primitiv rekursiv, aber p-rekursiv ist. Es gilt also tatsédchlich P C fff’t.
Dazu zeigen wir:

1. A ist nicht primitiv rekursiv, d.h. A ¢ P. (Denn A wéchst schneller
als jede Funktion in P.)

2. A ist p-rekursiv, d.h. A € Fﬁ"t.

Der Beweis, dass A nicht primitiv rekursiv ist stiitzt sich auf folgendes Lem-
ma, welches wir hier nicht beweisen werden.

Lemma 2. Fiir jede primitiv rekursive Funktion f € P gibt es ein k, sodass
fo <Ak, dor )
~——
1ttty

fur alle .

10



Mit Hilfe von Lemma 2 kénnen wir folgenden Widerspruchsbeweis fiihren.
Angenommen A wiére primitiv rekursiv, dann wére auch f (z) := A (z,z)+1
primitiv rekursiv. Damit folgt aus dem Lemma 2, dass stets ein k existiert,
sodass

fz)=A(z,z)+1< A(k,x).
Mittels Diagonalisierung, also der Wahl x := k folgt
Ak, k)+1< Ak, k),

was ein Widerspruch ist. Die Ackermannfunktion kann also nicht primitiv
rekursiv sein. Intuitiv ist klar, dass die Ackermannfunktion p-rekursiv ist.
Auf den Beweis verzichten wir jedoch an dieser Stelle und verweisen auf
Abschnitt 2.3.

Exkurs Schliefflich betrachten wir noch folgende niitzliche, schwéchere
Version des p-Operators. Sie heifit beschrinkter p-Operator und wir wer-
den sie spater benétigen. Im Gegensatz zum u-Operator fiithrt sie nicht iiber
P hinaus.

Theorem 3. Mit f : N6+1 — Ny ist auch der beschrinkte pu-Operator

mof + Nyt = Ny
das kleinste x <y
(r,y) = S mit f(x,z) =0, falls ein solches existiert

0, sonst

primitiv rekursiv.

Beweis. Der Suchraum des Operators ist beschrankt und wir kénnen primi-
tive Rekursion anwenden:

pof (,0) = 0
y+ 1, falls f (r,y +1) =0 und
mf (ry+1) = pof (v,y) =0 und f(r,0) > 0
o f (¥, y), sonst.
Da wir eine endliche Fallunterscheidung verwendet haben und die zweistel-

ligen Pridikate V,=, > (Ubungsaufgabe) und auch f primitiv rekursiv sind,
folgt nach Theorem 1, dass auch g f primitiv rekursiv ist. O

11



Rekapitulation

Zur Beschreibung intuitiv berechenbarer Funktionen haben wir zwei Klassen
von Funktionen definiert:

P primitiv rekursive Konstante ¢}, Nachfolger N, Projektionen P/,

Funktionen abgeschlossen gegen Substitution und Primitive
Rekursion
Fu  p—rekursive P + pu—Operator im Normalfall
Funktionen

Zum Nachweis, dass P C F,, haben wir gezeigt der p—Operator nicht ent-
behrlich ist. Dafiir haben wir die Ackermannfunktion A konstruiert und
gezeigt, dass diese nicht in P liegt. Dass A tatséchlich p-rekursiv ist werden
wir erst spater exakt beweisen.

Die allgemeine Frage, der wir nachgehen ist, ob alle intuitiv berechenbaren
Funktionen in F/* liegen. Mit dem Ansatz der p-rekursiven Funktionen
haben wir eine Stitze fiir die Church-Turing-These gefunden. Diese lédsst
sich zwar nicht beweisen, jedoch durch verschiedene Ansétze erhdrten. Im
folgenden Kapitel betrachten wir einen zweiten Ansatz.

2.3 Turingmaschinen

In diesem Abschnitt fithren wir als zweites Berechnungsmodell Turingma-
schinen ein. Wir werden auflerdem zeigen, dass beide Modell dquivalent sind.
Das Modell wurde 1936, also noch vor der Entwicklung erster Computer, von
Alan M. Turing beschrieben. Seine Abstraktion eines Computers wird ihm
zu Ehren Turingmaschine genannt.

Ganz allgemein nehmen wir an, dass der Speicher aus £ Halbbidndern be-
steht. Wie wir spater in Lemma 7 zeigen, reicht streng genommen ein einziges
solches Halbband aus. In einigen Beweisen werden wir jedoch auch sehen,
dass Turingmaschinen mit beliebig vielen Halbbédndern deutlich einfacher
zu beschreiben sind. Jedes Halbband besteht aus einer Folge von Bandqua-
draten und ist nach rechts unbeschriankt grofl. In jedem Bandquadrat steht
genau ein Zeichen aus einem endlichen Bandalphabet 3. Das Bandalphabet
enthélt die Sonderzeichen $,#, und L. Das Zeichen $ markiert den Beginn
des Bandes, LI eine leere Zelle und # wird als Trennzeichen verwendet. Die
Turingmaschine verwendet eine sogenannte endliche Kontrolle. Diese besteht
aus je einem Lese-/Schreibkopf fiir jedes der Halbbéander. Dieser zeigt stets
auf ein Bandquadrat des Bands und ermoéglicht das Auslesen und Verén-
dern des jeweiligen Zeichens. Der Kopf kann schrittweise iiber das jeweilige
Band bewegt werden. Diese Bewegung kodieren wir durch die Zahlen —1, 1
und 0. Dabei bedeutet —1 eine Bewegung des Kopfs um ein Bandquadrat
nach links, 41 nach rechts und 0 keine Bewegung. Die Kontrolle handelt

12



<5
—
—
@)
@)

=
)
)
—
o

endliche
Kontrolle

k Halbbéinder <

Abbildung 2.2: Darstellung einer Turingmaschine.

deterministisch und die Maschine befindet sich zu jedem Zeitpunkt in einem
Zustand ¢ aus einer endlichen Zustandsmenge @). Mittels einer (ggf. partiel-
len) Zustandsiibergangsfunktion § : Q x £* — Q x ¥F x {—1,0, +1}* regelt
die endliche Kontrolle die Arbeit der Turingmaschine. Diese Funktion ord-
net einem aktuellen Zustand ¢, unter Berticksichtigung der von allen Képfen
gelesenen Zeichen sy, ... s, einen neuen Zustand ¢’ zu:

(q,81,---8K) — (¢, 81, ..., 8%, m1,...,my).

Dabei legt sie auch fest, welche Zeichen des Bandalphabets in die ausgele-
senen Bandquadrate geschrieben werden und welche Bewegung jeder Kopf
nach dem Schreiben ausfiihrt. Vorstellen kénnen wir uns eine Turingmaschi-
ne wie in Abschnitt 2.3 dargestellt.

Turingmaschinen kénnen wir auch als Erweiterung von endlichen Automa-
ten in drei Kriterien interpretieren: Bewegung, Schreiben, Speicherplatz. Der
Kopf darf sich sowohl nach rechts als auch nach links bewegen. Die Turing-
maschine darf ein Eingabesymbol an der Position des Kopfes auch verandern.
Auflerdem ist der Arbeitsbereich (bzw. Speicher) nach rechts iiber die Ein-
gabe hinaus unbeschrinkt. Damit endet eine Berechnung nicht mehr nach
dem Lesen des letzten Eingabezeichens sondern in speziellen Endzustinden.
Formal wird die Maschine wie folgt definiert.

Definition 4. Eine (deterministische) k-Band Turingmaschine (DTM) M
ist ein 5-Tupel M = (X, Q, d, qo, F'), wobei

1. 3 ein endliches Bandalphabet mit {0, 1, #,$,U} C X,

2. () eine endliche Zustandsmenge mit Q N X = (),

13



3. qo € @ der Startzustand,
4. 6:QxXF = Qx¥Fx{—1,1,0}* die Zustandsiibergangsfunktion und

5. F:={q€Q|Vrec¥¥:i(qr) ist undefiniert} die Menge der Endzu-
stande

sind.

Die Maschine arbeitet schrittweise wie folgt. Das Zeichen a € ¥ unter dem
Lese-/Schreibkopf wird gelesen und wenn sich die Maschine im Zustand
q € Q befindet, wird d(q,a) = (¢/,b,d) € @ x ¥ x {—1,1,0} ausgewertet:

e Die Maschine schreibt b € X auf die aktuelle Zelle.

e Die Maschine bewegt den Lese-/Schreibkopf nach links (d = —1), nach
rechts (d = 1) oder verbleibt auf der aktuellen Zelle (d = 0).

e Die Maschine wechselt in den Zustand ¢'.

Weiterhin legen wir zunéchst folgende Regeln fest. Das Zeichen $ darf nie
iiberschrieben werden. Wenn das Zeichen $ gelesen wird, dann darf die Ma-
schine im néchsten Schritt den Lese-/Schreibkopf nicht nach links bewegen.
Der Kopf bewegt sich geméafl der oben angegebenen Aktion. Ein einzelner
solcher Schritt wird als Rechenschritt bezeichnet. Die Anzahl der Rechen-
schritte, bis die Maschine in einem Endzustand landet, wird als Laufzeit
bezeichnet. Die Anzahl der insgesamt aktiv verwendeten Zellen ergibt den
bendtigten Speicherplatz. Die Maschine terminiert, wenn ein Endzustand er-
reicht wird. Zu Beginn steht jeder Lese-/Schreibkopf auf dem ersten Zeichen
hinter dem Bandanfang $. Die Eingabe der Lange n steht in den ersten n
Bandquadraten des ersten Bandes. Alle tibrigen Bandquadrate aller Bander,
bis auf die jeweils ersten, welche $ enthalten, sind mit LI beschrieben.

Wir méchten nun spezifizieren, was es bedeutet, dass eine Turingmaschine M
eine Funktion f : Nj — Ng berechnen kann. Dafiir stellen wir die Eingaben
mit der Abbildung

bin : No — {0,1}* = U {0,1}"
n>1

s .
n=> w; 2" & wwsy...ws
i=1

binér dar, wobei w; € {0,1} gilt.

Definition 5 (turingberechenbar). Sei M = (Q, 3,0, qo, F) eine k-Band
Turingmaschine und f : Nj — Np eine partielle Funktion. Wir sagen M
berechnet f, falls fiir alle x = (x1,...,2;) € NE gilt:

M, angesetzt auf die Eingabe bin(z1)# bin(z2)# . .. # bin(zy) stoppt genau
dann nach endlich vielen Schritten, wenn f(r) definiert ist.
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Da nun klar ist, was es bedeutet, dass eine (partielle) Funktion von einer
deterministischen Turingmaschine berechnet wird, fithren wir zwei Klassen
zur Beschreibung turingberechenbarer Funktionen ein.

Definition 6 (turingberechenbare Funktionen). Die Klasse der totalen tu-
ringberechenbaren Funktionen ist

Fll :={f Ny = Ng | r>0A3I DTM M, die f berechnet}.
Die Klasse der partiellen turingberechenbaren Funktionen ist

F =A1r: D¢y = Ng | 7>0A3 DTM M, die f berechnet},
wobei Dy C Njj den Definitionsbereich der Funktion f bezeichne.

Beispiel 3. Konstruktion einer 2-Band Turingmaschine M zur Berechnung
der Nachfolgefunktion N. Dabei verwenden wir folgendes Programm:

e Kopiere Band 1 auf Band 2; (kurz Band 2 := Band 1)

e Losche Band 1;

Addiere binér 1 zum Inhalt von Band 2 von rechts nach links. Speichere
Ubertrag in Zustdnden ¢o und g3.

Falls am Ende g3, schreibe 1 auf Band 1 und bewege Kopf nach rechts;

Hénge Inhalt von Band 2 an Band 1;

Lo6sche Band 2;

e Kopfe nach vorne.

Zur konkreten Beschreibung der Ubergangsfunktion § verwenden wir eine
etwas andere Tabellenschreibweise.

gz [on|d ]2 [m]m]
g | 0/1 | U g | U/|o0/1 1 1
q0 L U|lqg | U L -1 -1

Band 2 := Band 1;
Band 1 16schen;

gz = [d[A]% [m]|m]
¢ | U0/l ]q | L |0/1]| -1 0
| S0/l |q S 0/ T |0

Kopf 1 nach links;
Kopf 2 bleibt rechts;
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2 z Tl 2 me | m
’ q ‘ ! ‘ 12 ‘ g ‘ L ‘ 2 ‘ 01 ‘ i ‘ Addiere 1 zu Band 2 von
42 E ; 72 E . 0 _1 rechts nach links;
q2 g3 — (]
g2 Ubertrag,
g3 | U |0/1]gs | U |0/1] 0 |1 q3 kein Ubertrag.
gg U] 8 g | U] 8§ |01

Falls am Ende g3, schreibe
1 auf Band 1;
Kopf 1 nach rechts;

Hénge Band 2 an Band 1;
Losche Band 2.

@ U] U gl u|ul-1]—

gz [=[d [z [2][m]|m]

¢ |0/1| U )¢ |01 U] -1)0 Kopf 1 nach links;
| 8 |Ulg| $§ U] 1|0 Kopf 2 nach links.
g | 0/1 ] U g |0/ U] O |1

%6 10/T1S (g |0/1] 5] 0] 1

M = ({$,0,1,U},{qo,---,97},9,q0,{q7}) ist die gesuchte Turingmaschine.

2.3.1 Aquivalenz der Berechnungsmodelle

Auf den ersten Blick scheint der Ansatz der Turingmaschinen zur Beschrei-
bung des Berechenbarkeitsbegriffs ganz anders als der Ansatz der p-rekursiven
Funktionen zu sein. Wie wir im folgenden Abschnitt zeigen, sind die Klasse
der p-rekursive Funktionen und die Klasse der turingberechenbaren Funk-
tionen jedoch dquivalent. Dass beiden Modelle gleich méchtig sind, nehmen
wir als weiteres Indiz fiir die Giiltigkeit der Church-Turing-These.

Wir zeigen die Aquivalenz in zwei Schritten und beginnen mit dem Beweis,
dass jede p-rekursive Funktion auch turingberechenbar ist.

Theorem 4. Jede p-rekursive Funktion ist turingberechenbar, d.h. es gilt
FE C Fhyp und ]:fft C Fl.

Beweis. Zunéchst {iberlegen wir uns in Lemma 3, dass alle Grundfunktionen
turingberechenbar sind. Anschliefend zeigen wir mit je einem Lemma, dass
wir auch die Operationen Substitution, primitive Rekursion und die Anwen-
dung des p-Operators durch Turingmaschinen realisieren kénnen. O

Lemma 3. Die konstanten Funktionen cj, die Projektionen P} und die
Nachfolgefunktion N sind turingberechenbar.
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Dass die Grundfunktionen von P turingberechenbar sind, kann durch An-
gabe der jeweiligen Turingmaschine leicht gezeigt werden. Fiir die Nachfol-
gefunktion haben wir diese bereits in Beispiel 3 konstruiert. Die Konstruk-
tion von Turingmaschinen zur Berechnung der anderen Funktionen ist eine
Ubungsaufgabe.

Etwas aufwéndiger ist die Konstruktion von Turingmaschinen, welche die
Operationen Substitution, primitive Rekursion und die Anwendung des u-
Operators simulieren. Hervorzuheben ist, dass jede dieser Turingmaschinen
mit einer sehr kleinen (d.h. zwei, drei oder vier) Anzahl an zusétzlichen
Halbbandern auskommt.

Lemma 4 (Substitution). Sei h : NJ' — No,z — f(g1(x),...,9-(z)). Sind
fr91,...9r durch die k-Band Turing-Maschinen F,Gq,...G, berechenbar,
dann ldsst sich h durch eine (k + 2)-Band Turingmaschine H berechnen.

Beweis. Fiir den Beweis beschreiben wird schematisch das Programm der
Turingmaschine H. Zuné&chst beschreiben wir zu jeder Turing-Maschine G;
eine Maschine G}:

G): Band 3 := Band 1,
lasse G; auf den Bédndern 3,4, ...k + 2 laufen;
fiir # = 1: Band 2 := Band 3;
fiir 2 <7 <r: Band 2 := Band 2# Band 3;
16sche Band 3;
(alle Képfe nach vorne;)
Damit kénnen wir nun die Turingmaschine H beschreiben:
H: GGGy
16sche Band 1; (auf Band 2 ist jetzt g1 (r)#9g2(r)# ... #9,(¢))
lasse F' auf den Béndern 2,3, ...,k + 1 laufen;
Band 1:= Band 2;
16sche Band 2;
(alle Kopfe nach vorne;)

Dass zwei zusétzliche Bander zur Verfiigung stehen, haben wir also folgen-
dermaflen genutzt. Auf einem Band wird zunéchst die urspriingliche Eingabe
wihrend der Simulation der Turingmaschinen G unverindert gespeichert.
Auf dem zweiten Band wird derweil die Ausgabe aller G;’s zusammenge-
setzt. Dies stellt dann wiederum die Eingabe fiir die Turingmaschine F' dar.
Neben diesen beiden Béndern sind natiirlich k-Halbbénder notig gewesen,
um F und die G}’s auszufithren. Mit zwei zusétzlichen Bandern kommen wir
also bequem aus. O

Lemma 5 (primitive Rekursion). Sei h: Njtt — Ny mit

0,r) = g),
(n+1,1r) = f(n,h(n1),1),

17



und seinen G, F' zwei k-Band Turingmaschinen zu Berechnung von g und f.
Dann gibt es eine (k + 4)-Band Turingmaschine H zur Berechnung von h.

Beweis. Wieder beweisen wir die Aussage durch Beschreibung des Pro-
gramms der Turingmaschine H. Diesmal verwenden wir zwei der vier zu-
sitzlichen Béander (Band 1 und Band 4) als Zéhler. Auf Band 1 zéhlen wir
die Anzahl der noch durchzufiihrenden Berechnungen von f, wahrend auf
Band 4 die Anzahl der bereits durchgefiihrten Berechnungen von f steht.
Band 2 dient zur Speicherung der Eingabe r. Auf Band 3 speichern wir
schlieBlich das bisher berechnete (Teil-)Ergebnis, welches bottom-up berech-
net wird:

H: kopiere den hinter dem ersten # stehenden Inhalt von Band 1 nach Band 2;

16sche diesen Inhalt auf Band 1;
Band 3 := Band 2;
lasse G auf den Biandern 3,4...,k + 2 laufen;

Band 4 := 0;
WHILE Band 1 # 0
DO

Band 5 := Band 4 # Band 3 # Band 2;
lasse F auf den Bandern 5,6, ...,k + 4 laufen;
Band 3 := Band 5;
16sche Band 5;
Band 1 :=Band 1 - 1;
Band 4 := Band 4 + 1;
OD

Band 1 := Band 3;

16sche Bander 2,3,4;

(alle Kopfe nach vorne;)

Bemerkenswert ist die Tatsache, dass die while-Schleife im Programm von
H auch durch eine Zihlschleife ersetzen werden kann. Dies bedeutet, dass
primitiv rekursive Funktionen generell mit Zahlschleifen auskommen. (Das
kann bspw. im Beweis, dass die Klasse der sogenannten LOOP-Programme
und P dquivalent sind, verwendet werden.) O

Lemma 6 (u—Operator). Sei h = uf : Nj — No mit
das kleinste n mit f (n,x) =0 und
v f(0,2),...,f(n—1,x) ist definiert , falls n existiert

undefiniert , sonst.

Sei F' eine k-Band Turingmaschine zur Berechnung von f. Dann existiert
eine (k + 3)-Band Turingmaschine H zur Berechnung von h.

Bewets. Zum Beweis geben wir wieder das Programm der Turingmaschine
H an und verwenden die zusétzlichen Bénder wie folgt. Auf Band 2 wird
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die Eingabe ¢ dauerhaft gespeichert. Band 3 zédhlt beginnend bei 0 bis n,
falls ein solches existiert. Auf Band 1 speichern wir stets das Ergebnis der
Simulation von F' und priifen in einer while-Schleife, ob es bereits 0 wurde.

H: Band 2 := Band 1;

Band 1 :=1;

Band 3 := 0;

WHILE Band 1 # 0
DO

Band 4 := Band 3 # Band 2;
lasse F' auf den Béndern 4,5, ...,k + 3 laufen;
Band 1 := Band 4; (Ergebnis)
l6sche Band 4;
Band 3 := Band 3 + 1;
OD

Band 1 := Band 3 - 1;

l6sche Band 3;

(alle Kopfe nach vorne;)

Im Beweis wird deutlich, dass die while-Schleife nicht einfach durch eine
Zéhlschleife ersetzt werden kann. Tatséchlich entspricht die Anwendung des
u-Operators der (potentiell unendlich langen) Durchfithrung einer while-
Schleife. (Tatséchlich ldsst sich beweisen, dass die Klasse der sogenannten
WHILE-Programme und fﬁOt dquivalent sind. Spéter werden wir mit Ko-
rollar 1 sogar zeigen, dass jede beliebige Turingmaschine mit einer einzigen
while-Schleife auskommt. ) O

Wir haben nun gezeigt, dass jede p-rekursive Funktion auch turingberechen-
bar ist. Dass umgekehrt auch die Rechengénge einer Turingmaschine durch
p-rekursive Funktionen simuliert werden kénnen ist schwieriger zu zeigen.
Zur Vorbereitung und Vereinfachung zeigen wir zunéchst, dass jede k—Band
Turingmaschine streng genommen mit nur einem einzigen Band auskommt.

Lemma 7. Sei f : Nj — No € FIy; auf einer k-Band Turingmaschine
berechenbar. Dann ldsst sich f auch auf einer 1-Band Turingmaschine F
berechnen.

Beweis. Um die Arbeit von F' mit nur einem Band zu simulieren teilen wir
das Halbband von F in 2k “Spuren” ein, wie Abbildung 2.3 verdeutlicht.
Je zwei Spuren von F dienen zur Simulation eines Bandes von F. Eine
davon speichert die Position des Kopfes, die andere den Bandinhalt des
entsprechenden Bands von F. F simuliert nun die Rechenginge von F wie
folgt:

e Suche nach den k Feldern, in denen | vorkommt und merke die zuge-
horigen Bandinhalte im Zustand.
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Turingmaschine F Turingmaschine F

1
ala|lb|c|b|lU|lU

Bandl|$|a|a|b|clul4..

Ban(12|$|b|b|a|c|u|...

a|c|U|juju

C o

1

clela|UjU|u|uy

LR LR LR SRR
o

Bandk|$|cle|a|u|u|...

Alphabet ¥ Alphabet ({},U} x £)FUx

Abbildung 2.3: Transformation der k-Band DTM F zu 1-Band DTM F.

e Verwende Ubergangsfunktion § von F, um den neuen Zustand, die
neuen Bandsymbole und die Bewegungen der k Kopfe zu berechnen.

e Besuche nochmals alle Felder mit | und dndere die Bandinschrift und
die Kopfmarkierung entsprechend.

Sobald die Simulation der Berechnungen von F' auf den k£ Bidndern been-
det ist, steht die Ausgabe in der zweiten Spur. Deshalb muss abschliefend
der Inhalt fiir jedes Feld rechts von $ durch den Inhalt der zweiten Spur
ersetzt werden. Dann kann F den Kopf nach vorne bewegen und in einen
Endzustand wechseln. O

Nun stellt sich die Frage, wie viel Mehraufwand die 1-Band Turingmaschine
fiir diese Simulation betreiben muss. Erstaunlicherweise ist dieser Mehrauf-
wand beschrénkt, wie folgendes Lemma zeigt.

Lemma 8. Die Anzahl der Schritte von F ist quadratisch in der Anzahl der
Schritte von F.

Beweis. Um den i-ten Schritt von F zu simulieren, muss F' bis zur Position
des am weitesten rechts stehenden Kopfes von F vorlaufen. Da F anfangs
ganz links startet, konnen die Koépfe im i-ten Schritt hchstens i Felder nach
rechts gewandert sein. O

Wir haben immer noch nicht die Aquivalenz der Klasse der p-rekursiven
Funktionen und der turingberechenbaren Funktionen gezeigt. Dazu fehlt uns
noch folgende Beziehung.

Theorem 5. Jede turingberechenbare Funktion ist p-rekursiv, d.h. es gilt
FR C FR baw. Fi C Fﬁ"t.

Bei dem Beweis des Theorems wissen wir bereits wegen Lemma 7, dass jede
turingberechenbare Funktion durch eine 1-Band Turingmaschine berechnet
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wird. Die Konfiguration einer 1-Band Turingmaschinen kénnen wir auch
einfach als Zeichenkette

K=8%a...ap_1qag...a

schreiben. Dabei entsprechen die a; der Bandinschrift, ¢ dem Zustand und
ay die Position des L/S-Kopfes. Wir nennen K genau dann eine Endkon-
figuration, wenn ¢ ein akzeptierender Zustand ist, d.h. wenn ¢ € F. An-
dernfalls gibt es fiir K eine eindeutige Nachfolgekonfiguration, die wir mit
A(K) bezeichnen. Ist beispielsweise (g, ar) = (¢, a},, +1), so konnen wir die
Nachfolgekonfiguration durch

K — K’
| I

ol
$a1...ak,1qak...at $a1...ak,1akq A1 - - Q¢

leicht bestimmen. Der Beweis von Theorem 5 stellt uns jedoch vor eine
Schwierigkeit, denn Turingmaschinen operieren auf Zeichenketten, wahrend
u-rekursive Funktionen auf Zahlen operieren. Wir gehen daher in zwei Schrit-
ten vor:

(i) Konfigurationen (=Zeichenketten) durch Zahlen darstellen und
(ii) Ubergangsfunktion A durch die Funktion A auf Zahlen simulieren.

Dies wird uns erméglichen fiir jede turingberechenbare Funktion eine dqui-
valente p-rekursive Funktion anzugeben, wie in Abbildung 2.4 skizziert.

Zu (i) Um die Konfiguration einer Turingmaschine als Zahl zu représen-
tieren, wahlen wir die folgende injektive Abbildung ¥ : (Q U X)* — Ny. Fir
QU = {by,bs,...,b,} ist (die (p+ 1)-adische Zahldarstellung)

e — 0
bi — 1
vy.vs > 0 V() (p+1)°7,

fiir vy,...,vs € QUX.

Zu (ii) Zentral ist die Konstruktion der Funktion A, die fiir eine belie-
bige Kodierung die Nachfolgekodierung bestimmt. Um fiir eine beliebige
Zahl feststellen zu konnen, ob sie der Kodierung einer Endkonfiguration
entspricht, benotigen wir eine weitere Funktion. Das folgende Lemma liefert
uns beide Funktionen.
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W(K) —2 w(K)

Abbildung 2.4: A macht das Diagramm kommutativ.

Lemma 9. Zu einer Turingmaschine M gibt es primitiv rekursive Funktio-
nen A und END mit
falls = = U(K) und K' die
Az) = U(K'),  Folgekonfiguration von K ist

0, sonst .

0, falls x = VY(K) und K Endkonfiguration ist

1, sonst.

END(z) = {

Das heifit, A macht das Diagramm in Abbildung 2.4 kommutativ.

Bevor wir Lemma 9 beweisen, fassen wir nochmal alle Schritte zusammen
und fiihren den Beweis von Theorem 5 zu Ende.

Beweis von Theorem 5. Sei f € Fi% eine r-stellige Funktion. Dann folgt

aus Lemma 7, dass es eine 1-Band Turingmaschine M = (Q, %, 6, qo, I) gibt,
die f berechnet. Unter Verwendung der Ubergangsfunktion A konstruieren
wir mittels primitiver Rekursion folgende Funktion D : N2 — Ny, wobei

D(0,z) =
D(n+1,z) = A(n,z)

8

fiir n > 0. Folglich ist D primitiv rekursiv. Die Funktion liefert uns die
Kodierung der Konfiguration K’, die nach genau n Schritten aus der Konfi-
guration K entsteht:

Kodierung ¥(K') derjenigen

Konfiguration K’, die entsteht,
D(n,¥(K)) = { wenn M in K startet und n Re-

chenschritt macht,

falls das in K geht,

0, sonst.

Mit Hilfe von D koénnen wir in den Folgekonfigurationen von K nach der
ersten auftretenden Endkonfiguration suchen. Dies kdnnen wir mit der p-
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rekursiven Funktion A : Ng — Ny

(minimale) Anzahl an Rechen-
schritten, die M gestartet in

A(U(K)) = Konfiguration K macht, bis sie
in Endkonfiguration gerét,

falls sie das tut, d.h. hilt

undefiniert sonst, d.h. sie hilt nicht.

A ist p-rekursiv fiir A(z) := pg(z) mit g(n,x) := END(D(n,z)). Wir neh-
men an, dass M angesetzt auf Konfiguration K nach A(V(K)) Schritten
in Endkonfiguration K’ = $¢bin(f(r)) halt. Dann bendtigen wir noch eine
Funktion F, die uns aus der Endkonfiguration den Funktionswert f(r) ex-
trahiert. Auflerdem muss auch die Startkonfiguration $go bin(z1)#bin(x2)
...#bin(z,) mit ¢ = (z1,...,2,) durch eine Funktion E kodiert werden.
Dass es diese primitiv rekursiven Funktionen gibt, zeigt das folgende (tech-
nische) Lemma, welches wir erst spéter beweisen.

Lemma 10. Es gibt primitiv rekursive Funktionen E, F

E(x1,x9,...2,) = VU ($qo bin(z1)# bin(z)# . .. # bin(z,)) und

F(®($gbin(2))) = a.

Fiir die Funktion f wissen wir also, dass bei einer Eingabe gilt

f(z1,...,x,) ist definiert < M, angesetzt auf Konfiguration
$qgo bin(z1)# ... #bin(x,), halt in
Endzustand

& A(E(:L’l, . a:r)) ist definiert.

Mit Lemma 10 gilt in diesem Fall:

flz1,...zp) = F(W(Endkonﬁguration))

= F(D( A(E(x1,...,2p)) , E(xi,...,2,) )

Anzahl der Rechenschritte. W(Startkonfiguration)
Damit ist f p-rekursiv, womit Theorem 5 bewiesen wére. O

Nun miissen noch die Beweise von Lemma 9 und Lemma 10 nachgeholt
werden. Zur Konstruktion dieser primitiv rekursiven Funktionen benétigen
wir ein paar Hilfsmittel. Wir simulieren einfache Operationen wie Langenbe-
stimmung, Konkatenation, Prafixbildung, usw. auf (Q U X)* durch primitiv
rekursive Funktionen.
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Lemma 11. Es gibt primitiv-rekursive Funktionen,

L, CONCAT, PREFIX, SUFFIX, FIRST, LAST, SELECT

sodass fir alle b,c € (QUX)* und alle i mit 0 < i < |B| gilt:

L(\I/(b)) = ||
Conoar(W(b), ¥(c)) = W(be)
. o \I/(blbgbz), falls 1 >0
PREFIX (\IJ(b), z) = {\IJ(E), falls i = 0
SUFFIX(‘I/(b), 2) _ {\p(ble b)), falls z >0
U(e), fallsi=0
Frrst(¥(h)) = U(by)
Last(¥(b)) = (b

SELECT(\I}(b),fL’) _ {\If(bz‘)a falls i >0

U(e), fallsi=0
Beweis. Zum Beweis geben wir explizit die Funktionen an:

L(z) := min{m;m <zund (p+1)™ > z}
= niedrigste Potenz von p + 1 die in x nicht vorkommt

Denn sei @ = {(z,m);(p + 1)™ < z}, dann ist L(z) = h(x,z) + 1 fir
Mz, z) = pxo(z,x) = kleinstes m < z : xg(z,m) = 0.

CONCAT(z,y) =  z(p+ )W 4y
PREFIX(z,i) = x div (p+ 1)F®)—1

Denn W(by ... b)) = W (1) (p+1) P17 40 (bo) (p+1) 1724+ - W (b)) (p+1) P~
+ niedrigere Terme, wobei |b| = L(¥(b)) ist.

x mod (p+ 1)E@=H1 " falls >0

SUFFIX(x,1) = ,
0, falls i =0

Denn W(b; ... by ) = hohere Terme +W (b)) (p+ 1)1 w (b)) (p+1) 1=
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U(big1)(p+ DT 4o (b))

FIRST(7) = PREFIX(z,1)

LAsT(z) = SUFFIX(z,L(x))

SELECT(z.7) — FIRST(SUFFIX(z,1)), fallsi >0
0 falls i =0

Im Folgenden werden wir einige Abkiirzungen verwenden:

T = SELECT(z,7)
[z,y] = CONCAT(z,y)
[l’,y,Z} = CONCAT((I’,y),Z)

Nun holen wir die Beweise von Lemma 9 und Lemma 10 nach. Wir beginnen
mit dem Beweis von Lemma 9:

Beweis zu Lemma 9. Zu zeigen ist, dass es Funktionen A, END € P gibt,
sodass

1. das Diagramm in Abbildung 2.4 kommutativ ist und

0, falls K Endkonfiguration von M
1, sonst.

2. END(¥(K)) = {

Da die Menge ) der Zustinde der Turingmaschine M endlich ist, so ist
auch ¥g := {V¥(g),q € Q} endlich und nach Theorem 1 folgt, dass die
charakteristische Funktion xy, primitiv rekursiv. Damit kénnen wir in ei-
ner Konfiguration der Turingmaschine nach der Position des Kopfes suchen.
Wir setzen dazu q(r) := min{i;i < L(z) und z(; € ¥q}. Dann ist ¢ nach
Theorem 1 primitiv rekursiv und wenn = die Kodierung W(K') der Konfigu-

ration K = $ay...a,_1 q ay ... a; ist, dann ist
T.

g(W(K)) =k +1
= die Stellung des L/S-Kopfs auf dem Band.

Mit den primitiv rekursiven Stringfunktionen aus Lemma 11 kénnen wir uns
nun primitiv rekursive Funktionen definieren, die eine Kodierung x in drei
Teile u(x) w(z) v(z) zerlegen:

u(z) := PREFIX(z,¢(z) ~ 2)
v(x) := SUFFIX(z, q(x) + 2)
4

w(x) = [x(qu);l)vx(q(x)) (q(x)ﬂ)} :
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Diese Teile sind die interessanten Stellen, da wir auf dem Teil w(x) (lokal) die
Folgekonfiguration berechnen kénnen. Dabei verwenden wir die Eigenschaf-
ten der Turingmaschine M. Sei beispielsweise K = $ay ... ax_1qagaki1 ... a
eine Konfiguration der Turingmaschine M. Dann zerlegen wir K in

u(W(K)) = ¥(Sa1 ... ax )
w(@(K)) = VU(ag_1 q ax)
v(\I/(K)) = U(apis ... a)

und berechnen die Folgekonfiguration von y = w(V(K)) mit

V(ar—1a3,q), falls y = W(ap_1qay) und 8(q, ap) = (¢, a, +1)
S(y) _ V(ak—1q qk)7 falls y = V(ag—19ar) und 6(q, ax) = (q/7a;€7 0)
(¢ apral),  falls y = W(ap_iqay) und 6(q, a) = (¢, af, —1)

0 sonst.

Nach Theorem 1 ist ¢ primitiv rekursiv, da fiir as_1, ax, ¢ nur endlich vie-
le Moglichkeiten existieren und & durch endlich viele Fallunterscheidungen
definiert ist. Damit erhalten wir die globale Ubergangsfunktion auf ganzen
Konfiguration

A = [u(@),d(w(x)),v(x)] .
Der Test auf Endkonfiguration ergibt sich durch

0, falls x(q()) € {\Il(e); ee F}

END(z) =
1, sonst.

Beide Funktionen sind somit primitiv rekursiv und leisten das Verlangte. [J

Als letztes ist noch der Beweis von Lemma 10 zu zeigen.

Beweis von Lemma 10. Dazu konstruieren wir zwei primitiv rekursive Funk-
tionen F, F', sodass

a) E(xy,xz2,...2,) = ¥ ($qo bin(x1)# bin(za)# . . . # bin(x,)) zur Kodie-
rung der Startkonfiguration und

b) F (\I/($q bin(y))) = y zum Auslesen des Funktionswerts in der End-
konfiguration
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verwendet werden kann. Um Teil a) zu zeigen konstruieren wir zunéchst eine
primitiv rekursive Funktion B : Ng — Ny, die fiir i,z € Ny das i-letzte Bit
in der Bindrdarstellung von x berechnet.

B(i,z) = (z mod 2°) div 2!
z=wi2 4 we25 4 w2 w20
+ w4222 4 - ws_g 8T+ ws

P(n,x) =Y ¥(B(i,2))(p+1)""
=1 0 oder 1

Sowohl B als auch P sind primitiv rekursiv (Ubungsaufgabe) und P(L(z), z) =
\I/(bin(:v)). Damit erhalten wir £ aus P durch endlich viele Anwendungen
von CONCAT

E(xb .- '137") = [\I]($)7 \P(QO)ap(L(l'l)al‘l)a \I](#)’ x '71[(#)’P(L(xr)axr)] .

Da P, L und CONCAT primitiv rekursiv sind, gilt dies auch fir E.

Nun zu Teil b). Hier miissen wir die primitiv rekursive Funktion F' kon-
struieren, welche die (p 4 1)-adische Darstellung des Ergebnisses aus der
Kodierung der Endkonfiguration liest und in die Zahl selbst transformiert.
Dazu lesen wir zunéchst die (p 4+ 1)-adische Darstellung aus der Kodierung
der Endkonfiguration mit

G(z) = SUFFIX(x, ¢(x) + 1).

G ist primitiv rekursiv und wie gewiinscht ist G(¥($¢gbin(y))) = ¥(bin(y)).
Mit der primitiv rekursiven Funktion H : Ny — Ny

L(z)
H(z) = Z ((x mod (p + 1)1) div (p+ 1)1 — 1) 9i—1
i=1

gilt schlieBlich H(¥(bin(y))) = y, wenn wir o.E. annehmen, dass U (0) = 1
und V(1) = 2. Wir kénnen nun F'(z) = H(G(z)) explizit angeben

F(w($gbin(y)) ) = H(¥(bin(y))) = y.
Nach Konstruktion ist F' primitiv rekursiv und leistet das Verlangte. 0

Damit ist schliefSlich der Beweis vollstandig erbracht, dass die Klasse der
p-rekursiven Funktionen und die Klasse der turingberechenbaren Funktio-
nen dquivalent sind. Dies interpretieren wir als Indiz fiir die Giiltigkeit der
Church-Turing-These. Wir sehen uns nun weitere Anwendungen an.
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2.3.2 Folgerungen und Ausblick
Die Ackermannfunktion ist u-rekursiv

In Abschnitt 2.2 haben wir noch nicht bewiesen, dass die Ackermannfunktion
tatséchlich p-rekursiv ist. Dies kénnen wir nun sehr einfach nachholen. Die
Ackermannfunktion war wie folgt definiert.

A0,y) = y+1 (2.1)
A(x+1,0) = A(z,1) (2.2)
Alz+1Ly+1) = A(z,A(z+1,y)) (2.3)

Es reicht nun zu beweisen, dass die Ackermannfunktion turingberechenbar
ist. Dazu schreiben wir A (z,y) zunéchst als Zeichenfolge:

1...1A1...1
—_———— T —
z-mal y-mal

Wir beschreiben nun eine Turing-Maschine M, die A berechnet:

Vorbereitung Wir iibersetzen die Bindrdarstellung von = und y, trennen
x und y durch das Zeichen A und setzen den Lese-/Schreibkopf darauf.

{ 1
$bin (x) #bin (y)U... = $1...1AL... 1. ..
x y
Solange ein A auf dem Band steht, fithrt M folgende Makros aus, abhingig
von der Umgebung des am weitesten rechts stehenden A.

(2.1) Falls links vom rechtesten A ein $ steht:

i) 4
$A1...14U... = $11...11
N—— N—_——
Y y+1

und wir sind fertig. Falls links vom rechtesten A ein weiteres A steht:

4 4
JAALL . 1U... = LU ALLL L 10
N—— N——

Y y+1

(2.2) Falls links vom rechtesten A eine 1 steht und rechts LI

4 {
L1AU. .. = .. A1U...

(2.3) Falls links und rechts vom rechtesten A eine 1 steht:

{ {
Lo 10U 11AL 1. = VAL TAL L TTAL L T
~ L —_— L L T
c{A$} z+1 y+1 z z+1 Y

Die y + 1 Zeichen werden also weit genug nach rechts verschoben (ko-
piert) um Platz fiir eine Kopie von x + 1 zu schaffen.
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Schlief8lich wird das Ergebnis wieder in die binédre Darstellung umgewandelt:

$\1L...1|_|...:>$bin(A(:E,y))l_|...

Beispiel A (1,2) =7

Band ‘ Makro
$1j111|_| e (initial)
$A1j11|_| . (2.3)
$AA1j1I_I e (2.3)
$AAi11I_I e (2.2)
$Ai111|_| e (2.1)
$j1111u e (2.1)
$\1L111I_|... = A(1,2)=4 (2.1)

Einmalige Anwendung des p~-Operators

Interessanterweise lisst sich zeigen, dass die einmalige Anwendung des u-
Operators ausreichend ist, um eine beliebige p-rekursive Funktion zu defi-
nieren. Zunichst miissen wir definieren, wann zwei (partielle) Funktionen
gleich heiflen sollen.

Definition 7 (Gleichheit von Funktionen). Zwei r-stellige, partielle, pu-
rekursive Funktionen f("), ¢(") e FE heiflen gleich, wenn sie den selben
Definitionsbereich D = D (f) = D (g) besitzen und fiir alle r € D gilt, dass
f(x) = g (r). Wir schreiben dann f = g.

Aus dem Beweis von Theorem 5 folgern wir nun, dass jede beliebige u-
rekursive Funktion durch einmalige Anwendung des u-Operators dargestellt
werden kann. Eine solche Darstellung nennen wir Kleene’sche Normalform.

Korollar 1 (Kleene’sche Normalform). Zu jedem f() € ]:,Sp ar) gibt es pri-
mitiv rekursive Funktionen ptY ¢+ sodass

Ve f(r) = q(up(),x)-

Beweis. Im Beweis von Theorem 5 haben wir gezeigt, dass wir zu jeder
turingberechenbaren Funktion f eine dquivalente u-rekursive Funktion kon-
struieren kénnen. Dazu haben wir Funktionen F, D, A, E konstruiert, sodass

) =F(DAE(x), E))-

Dabei waren F, D, E primitiv rekursive Funktionen. Lediglich zur Definition
der Funktion A (z) = pg(z) haben wir den p-Operator einmalig auf die
primitiv rekursive Funktion g(n,z) = END(D(n,z)) angewendet. O
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Dass die Anwendung des pu-Operators der Durchfithrung von while-Schleifen
entspricht, haben wir bereits im Beweis von Lemma 6 gesehen. Folglich
impliziert das obige Korollar, dass es fur jede turingberechenbare Funktion
eine Turingmaschine gibt, die mit einer einzigen while-Schleife auskommt.
Auch beim Programmieren kdme man deshalb rein theoretisch mit einer
einzigen while-Schleife aus.

Normierte Registermaschinen

Abgesehen von Turingmaschinen, wurden noch viele andere Maschinenmo-
delle eingefiihrt und untersucht. So zum Beispiel normierte Registermaschi-
nen. Kine solche besteht aus m Registern, in welchen jeweils eine natiirliche
Zahl gespeichert werden kann. Folgende Operationen stehen zur Verfiigung:

a; : addiere 1 im ¢—ten Register
s; : subtrahiere 1 im i—ten Register
(M), iteriere M so oft, bis im i—ten Register 0 steht

MMy : fiihre nacheinander My, M5 aus

Beispiel 4. Das Programm (sjasas), (s2a1), fithrt auf der Eingabe (z,0, .. .)
(also = in Register 1 und 0 in Register 2) zu der Ausgabe (2z,0,...).

Auch fiir normierte Registermaschinen kann man beweisen, dass die Klasse
der zugehorigen berechenbaren Funktionen

Fxrum = {f : f berechenbar durch norm. Registermaschine}

mit der Klasse der p-rekursiven (bzw. turingberechenbaren) Funktionen
tibereinstimmt, d.h. Fxpm = F,%. Man erhilt also eine weitere Stiitze fiir
die These von Church-Turing.

Universelle Turingmaschinen

Mit dem Normalformtheorem (Korollar 1) haben wir gezeigt, dass es zu jeder
p-rekursiven Funktion f zwei primitiv rekursive Funktionen p, ¢ gibt, sodass
f und q(up(x),r) gleich sind, d.h.

Ve: f(r) = q(up(x),r).

Hierbei hingen die Funktionen p und ¢ jedoch von der Funktion f (bzw. von
der Turingmaschine M, die f berechnet) ab. Statt die Struktur von M in
die Funktionen p und ¢ ,,einzubauen® kénnte man auch eine spezielle Kodie-
rung k = (M) (Godelisierung) der Turingmaschine als Argument tibergeben.
Dieser Trick fithrt zu einer verstirkten Form des Normalformtheorems.

Theorem 6 (Starke Kleene’sche Normalform). Es gibt primitiv rekursive
Funktionen U, T, p, so dass zu jeder u-rekursiven Funktion eine Kodierung
k einer Turingmaschine existiert, so dass

Ve f(x) = U WT (k¢ (x))-
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Das Theorem ermoglicht den Bau einer universellen Turingmaschine M*,
welche die Funktion

(k,x) — U (uT (k,¢(r)))

aus J1" berechnet. Bei Eingabe der richtigen Kodierung k kann die univer-
selle Turingmaschine M* also jede Funktion aus fﬁOt berechnen. Die Kodie-
rungen (der Turingmaschinen) kénnen als Programme interpretiert werden,
welche nun nicht mehr selbst in der Turingmaschine gebunden sind son-
dern stattdessen Eingabedaten von M* sind. Die universelle Turingmaschine
fihrt diese Programme aus. Die Idee, Programme als Eingabe zu betrachten,
liegt tibrigens auch der Von-Neumann-Rechnerarchitektur zu Grunde.

2.4 Entscheidbarkeit

In Abschnitt 2.2 und Abschnitt 2.3 haben wir uns mit Modellen zur Be-
schreibung von Berechenbarkeit auseinander gesetzt. Nun moéchten wir uns
iiberlegen, was mit diesen Modellen prinzipiell ausgerechnet werden kann
und wo wir die Grenzen dieser Modelle erreichen.

Fiir Conways Spiel des Lebens haben wir in Abschnitt 2.1 bereits eine Grenze
kennengelernt. Es gibt keinen Algorithmus, der fiir zwei beliebige Generatio-
nen priift, ob zu irgend einem Zeitpunkt des Spiels die eine aus der anderen
hervorgeht. Es gibt jedoch viel einfachere und allgemeinere Probleme fiir die
es keinen Algorithmus gibt. In Abschnitt 2.3 haben wir uns zum Schluss mit
universellen Turingmaschinen befasst. Als Eingabe bekam die universelle
Turingmaschine M* ein Tupel (k, 1), wobei k die Kodierung einer beliebigen
Turingmaschine M und ¢ die Eingabe fiir M war. Die universelle Turingma-
schine simulierte die Berechnungen von M auf der Eingabe r. Hier stellt sich
natiirlich die Frage, ob es einen Algorithmus gibt, der fiir eine beliebige (Ko-
dierung einer) Turingmaschine M und einer beliebigen Eingabe r feststellt,
ob M bei ihren Berechnungen irgendwann anhélt. Diese informelle Problem-
stellung ist als Halteproblem fiir Turingmaschinen bekannt. Wir werden fiir
dieses Problem formal beweisen, dass es keinen solchen Algorithmus gibt.
Da Turingmaschinen auf beliebigen Zeichenketten operieren, betrachten wir
zunéchst keine Funktionen sondern Sprachen. Natiirlich gilt

f:X* = Ny ist turingberechenbar
~ -1
& f:Ng I ¥ N Ny ist p-rekursiv.

Dabei bezeichne 7 : ¥* — Ny eine geeignete berechenbare Goédelisierung.
Fiir eine Sprache fithren wir nun den Begriff der Entscheidbarkeit ein.

Definition 8 (Entscheidbar). Sei ¥ ein endliches Alphabet. Eine Sprache
L C X% heif3t entscheidbar, wenn ihre charakteristische Funktion y : ¥* —
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{0,1} mit
1, fallsweL

L\w) =
xe(w) {O, sonst.

turingberechenbar ist. Die Sprache L heifit semi-entscheidbar, wenn die par-
tielle Funktion

. 1, falls w € L
xp(w) =

undefiniert, sonst.

turingberechenbar ist.

Fiir eine entscheidbare Sprache L konnen wir also mit einem Verfahren (Al-
gorithmus) in endlich vielen Schritten feststellen, ob ein Wort w € ¥* in
L liegt oder nicht. Wir koénnen also fiir xy eine Turingmaschine M kon-
struieren und auf w ansetzen. Die Turingmaschine muss nach endlich vielen
Schritten halten (da x total) und den Wert 0 oder 1 liefern. Liefert M
(bzw. x) den Wert 1, so sagen wir M akzeptiert w. In diesem Fall liegt w
in L. Andernfalls liefert M die Ausgabe 0, d.h. w & L, und wir sagen auch
M verwirft w. Entscheidet eine Turingmaschine M die Sprache L, d.h. sie
berechnet xr,, so schreiben wir auch L(M) = L.

2.4.1 Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Um das Halteproblem formal zu beschreiben iiberlegen wir uns zunéchst,
wie wir eine Turingmaschine M als Eingabe tiber den Alphabet {0,1,#}
ausdriicken kénnen. Diese Darstellung bezeichnen wir als Kodierung (M)
der Turingmaschine. Die Kodierung ist jedoch selbst eine Zeichenkette und
daher von einer Gédelnummer zu unterscheiden. Sei M = (3, Q, 9, qo, F)
eine Turingmaschine. Wir nummerieren die Elemente von Q U ¥ wie folgt
durch

Q = {QO7 q1,--- an—l} lestéllde7
Y = {ap,apy1,...,a,} Bandalphabet,
F = {gp....qp1} Endaustinde (F C Q).

Da so Zustdnde und Zeichen eindeutig einer natiirlichen Zahl zugeordnet
werden, konnen wir diese Zahl mit ihrer Bindrdarstellung identifizieren und
haben sie so mit dem Alphabet {0, 1, #} dargestellt. Nun miissen wir nur
noch die Ubergangsfunktion in geeigneter Weise darstellen. Dazu kodieren
wir 6 (g, a;) = (gi,aj, m) durch den String

44 bin (0) # bin () # bin (#) # bin (7') # bin (c)
wobei wir die Kopfbewegung m € {—1,0,+1} ausdriicken durch

0, fallsm=-1
c=41, fallsm=0
2, fallsm=1.
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Insgesamt ergibt sich die Kodierung der Turingmaschine M somit durch
Q

(M) = #### bin(0)# - #bin(p— 1)
#4#  bin (p) # - - - # bin (1)

b
#### bin(p— |F|)#---#bin(p — 1)

F

#H#H# 01# - H#oi
5

HHHH#
Durch die Kodierung des Alphabets ergibt sich automatisch eine Kodierung

der Eingabe w = a;, a4, - - - a;,, durch
(1) = bin (i1) £ bin (iz) # - £ bin (im) #4
Das allgemeine Halteproblem fur Turingmaschinen ist nun definiert durch
die Sprache
H:={ze€{0,1,#}" | x = (M) (w) und M hélt bei Eingabe w}.

Nun mochten wir beweisen, dass diese Sprache unentscheidbar ist. Dabei
ist leicht zu testen, ob (M) die Kodierung einer Turingmaschine ist. Ob
diese Turingmaschine jedoch auf der Eingabe w hélt, ist unentscheidbar.
Um dies zu beweisen betrachten wir zunéchst eine eingeschrinkte Version
des Halteproblems. Dazu betrachten wir diejenigen Turingmaschinen, die
halten, wenn sie auf ihre eigene Kodierung als Eingabe angesetzt werden.
Es geniigt, wenn wir uns auf diesen Spezialfall beschrénken.

Theorem 7. Das eingeschrankte Halteproblem
H.:={x € {0,1,#}" | z = (M) und M hdlt bei Eigabe x}
ist unentscheidbar.

Beweis. Wir beweisen die Aussage indirekt, indem wir annehmen, dass H,
entscheidbar wire. Somit existiert eine Turingmaschine M, welche x g, be-
rechnet. Nun kénnen wir eine Turingmaschine M’ konstruieren, sodass Va €

{0,1,#}" gilt
e )M’ hilt bei Eingabe z, falls ¢ H,,
e M’ hilt nicht bei Eingabe x, falls z € H,.

Nun betrachten wir das Verhalten von M’ bei Eingabe der eigenen Kodie-
rung x = (M’). Dann ist

M’ hélt bei Eingabe (M') < (M') ¢ H.
& M’ hélt nicht bei Eingabe (M)

ein Widerspruch und es folgt, dass H, nicht entscheidbar ist. ]
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Aus dem Spezialfall folgt unmittelbar die Unentscheidbarkeit des allgemei-
nen Halteproblems.

Korollar 2. Das allgemeine Halteproblem
H:={z e {0,1,#}" |z = (M) (w) und M hdlt bei Eingabe w}
ist unentscheidbar.

Beweis. Fiir die Eingabe = (M) fiir eine Turingmaschine M gilt

xr € H. <= M hilt bei Eingabe (M) <= 2’ := (M) ((M)) € H.

Da 2’ = z (x) leicht aus = berechnet werden kann, wiirde aus der Entscheid-
barkeit von von H auch die Entscheidbarkeit von H, folgen. O

Damit ist ein fiir die Informatik wichtiges Problem, die vollstdndige semanti-
sche Korrektheit von Programmen, als unentscheidbar erkannt. Es ist eben-
falls unentscheidbar, ob eine beliebige Turingmaschine eine vorgegebene Auf-
gabe 16st. Dies ist Inhalt des folgenden Satzes von Rice, den wir hier ohne
Beweis zitieren:

Theorem 8 (Satz von Rice). Sei P C F C FL%", dann ist
{{M) ; M ist Turingmaschine, die eine Funktion aus F berechnet }

unentscheidbar.

2.4.2 Weitere Beispiele unentscheidbarer Probleme

Im Folgenden gehen wir noch kurz auf weitere unentscheidbare Probleme ein.
Conways Spiel des Lebens haben wir bereits in Abschnitt 2.1 erwédhnt. Auch
haben wir bereits in der Vorlesung das Problem der Wang-Parkettierung
kennengelernt. Gegeben sind Gruppen von Quadraten einheitlicher Grofle,
deren Kanten mit bestimmten Farben markiert sind.

Das Problem besteht darin, zu entscheiden, ob die Ebene mit den gegebenen
Kachel-Typen liickenlos parkettiert werden kann. Dabei diirfen die Kacheln
nicht rotiert werden und nur gleichfarbige Kanten aneinander gelegt werden.
Fin anderes unentscheidbares Problem ist Hilberts zehntes Problem. Gegeben
ist ein Polynom p(z1,...,x,) mit ganzzahligen Koeffizienten, fiir welches
entschieden werden soll, ob es ay,...a, € Z gibt mit p(ay,...a,) = 0. Die
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Unentscheidbarkeit héngt hier von der Ganzzahligkeit der Losungen ab. Ob
es eine reelle Losung gibt, ist (leicht) entscheidbar.

In vorigen Semestern haben wir uns bereits mit Grammatiken beschéaftigt.
Eine (unbeschrénkte) Grammatik G war dabei gegeben durch ein 4-Tupel
(T, N, S, R), wobei

T : die Menge der Terminalsymbole (a,b,c, . ..),

N : die Menge der Nichtterminalsymbole (4, B,C,... ¢ T),

S : das ausgezeichnete Startsymbol aus N und

R : die Produktions- bzw. Ersetzungsregeln a — 3 mit a, 8 € {N UT}*

bezeichnen. Dabei sind T, N und R stets endliche Mengen. Die von G er-
zeugte Sprache L(G) ist definiert als der transitive Abschluss der Relation
—, d.h. L(G) ={w e T* | S =* w}. Fur die Grammatik G besteht das all-
gemeine Wortproblem darin, zu entscheiden, ob ein beliebiges Wort w € T™*
in der Sprache L (G) liegt. Dieses Problem ist ebenfalls unentscheidbar, da
man das Halteproblem darauf reduzieren kann (Ubungsaufgabe).
SchlieBllich betrachten wir noch das Post’sche Korrespondenzproblem. Fir
ein Alphabet X sind zwei Listen v1,...,v; und wiq,...,w; von Wortern in
3* gegeben. Die Frage ist, ob es eine nicht-leere Indexfolge i1, iz, . . ., im gibt,
sodass v;, Vi, -+ - U, = Wj, Wi, - - - w;,. gilt. Auch hier kann mittels Reduktion
gezeigt werden, dass dieses Problem unentscheidbar ist.

Es sei noch einmal erwéhnt, dass Unentscheidbarkeit bedeutet, dass es kei-
nen allgemeinen Algorithmus fiir alle Félle gibt. Das Lésen von Spezialféllen
kann dagegen durchaus moglich sein, erfordert aber im Allgemeinen einige
Anstrengung.

2.4.3 Rekursive und rekursiv aufzihlbare Pradikate

Analog zur Entscheidbarkeit (die wir iiber Turingberechenbarkeit definiert
haben), kénnen wir Eigenschaften von Priadikaten P C Ny untersuchen.

Definition 9. Sei P ein Pradikat, d.h. P C Ng. P heifit genau dann rekursiv,
wenn die charakteristische Funktion von P p-rekursiv und total ist, d.h.
XPp € ./—-Z"t. P heifit genau dann rekursiv aufzihlbar, wenn gilt

o P = oder
e P={f(z)|x € Ny} fiir eine Funktion f € fﬁot.

Mit dieser Definition sind die Begriffe rekursiv und entscheidbar gleichbe-
deutend. Wie das folgende Lemma zeigt, sind dann auch die Begriffe semi-
entscheidbar und rekursiv aufzdhlbar dquivalent.
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Lemma 12. Fin Pridikat P C Ny ist genau dann rekursiv aufzdhlbar, wenn
die Funktion cp mit

) 1, yeP
C =
Py undefiniert, y ¢ P

in FE" liegt.

Beweis. Sei zunédchst P rekursiv aufzahlbar. Fiir P = () ist cp nirgends de-
finiert und damit in F7*". Sei also P = {f () | z € No} fiir eine p-rekursive
Funktion f. Dann ist

cp(y) =1=ly— f(pz(f(x)=y))l
| e —
definiert & yepr
in FP*", da die verwendeten Funktionen (modifizierte Differenz, Betragsdif-
ferenz) primitiv rekursiv sind.
Ist nun umgekehrt cp € F1*", so kénnen wir ¢p nach Korollar 1 durch zwei

primitiv rekursive Funktionen und einmalige Anwendung des p-Operators
darstellen, also c¢p (y) = ¢ (us(y),y) mit ¢, s € P. Es gilt also

y € P& cp(y) ist definiert < 3z :s(y,z) =0. (2.4)

Wir wollen zeigen, dass P rekursiv aufzahlbar ist. Dazu verwenden wir den
Trick der Paarkodierung, beispielsweise mit der Cantorschen Paarungsfunk-
tion oder mit der Funktion k : N3 — Ny mit & (v, w) = 2v3%. So ist k primitiv
rekursiv und es gibt zwei Umkehrfunktionen dy, ds € P, sodass Vv, w

dy (k (v,w))=wv

da (k (v,w)) =w

gilt. Ist P = (), so ist P nach Definition rekursiv aufzahlbar. Sei also P # (),
dann definieren wir fiir ein festes p € P

Flo) = {dl (z), falls Jv,w € Ny : 2 =2"3" und s(d; (x),ds (z)) =0

D, sonst.

Die Funktion f ist selbst primitiv rekursiv und es gilt P = {f (z) | € No}.
Dabei gilt die Beziehung

D: nach Definition von f und Gleichung 2.4;

C: da fiir y € P nach Gleichung 2.4 gilt, dass 3z : s(y,z) = 0; setze
x := k(y,z). Dann ist s(dy (z),d2(x)) = s(y,2z) = 0, also f(x) =
dy (z) = y.

O]
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Wie der Beweis zeigt, lassen sich (nicht-leere) rekursiv aufzdhlbare Mengen
sogar von einer primitiv rekursiven Funktion aufzéhlen. Wir halten noch
folgende wichtige Beziehung fest.

Theorem 9. Die Menge der rekursiven Prdadikate ist echt enthalten in der
Menge der rekursiv aufzdhlbaren Prddikate, d.h. es gilt

{P C Ny | Prekursiv} C {P C Ny | P rekursiv aufzihlbar } .

Beweis. Um die echte Inklusion zu zeigen, betrachten wir erneut das Halte-
problem

H={yeNy|y=¥ (M) (w)) und M hilt bei Eingabe w}

Nach Korollar 2 ist H nicht entscheidbar, also nicht rekursiv. Das Haltepro-
blem ist jedoch rekursiv aufzéhlbar, denn

cu (y) := 1 = (1 = (#Rechenschritte, nach denen M bei Eingabe w hélt))

ist in FR". (Das zeigt man wie im Beweis von Theorem 5.) O
Interessanterweise gilt fiir Sprachen und Grammatiken folgende Eigenschaft.

Theorem 10. FEine Sprache L C X* ist genau dann rekursiv aufzdhlbar,
wenn es eine Grammatik G, die L erzeugt, d.h. es gilt L = L (G).

Allerdings gibt es auch Mengen, die nicht rekursiv aufzdhlbar sind. Zum
Schluss zeigen wir noch einen niitzlichen Zusammenhang zwischen rekursi-
ven und rekursiv aufzdhlbaren Pradikaten.

Lemma 13. Sei P C Ny ein Pradikat und No\ P das Komplement. Sind P
und No \ P rekursiv aufzdhlbar, so ist P (bzw. das Komplement) rekursiv.

Beweis. Da P und das Komplement rekursiv aufzéhlbar sind, gibt es f,g €
]:fft, sodass

P = {f(z) |z eNo}
No\ P = {g(z)|z€No}.

Damit definieren wir die Funktion h (y) := px (f () =y V g(z) =y). Da
h e ]-"fft ist auch die charakteristische Funktion yp von P

1, falls f(h(y)) =y
X () = e
0, falls g(h(y)) =y.
p-rekursiv und total und P folglich rekursiv. O
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