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Einleitung

Die Vorstellung von autonomen Maschinen, die den Menschen schwierige

und gefahrliche Arbeiten abnehmen, hat immer wieder die Phantasie vieler
Science-Fiction Autoren' befliigelt und viele Wissenschaftler unterschied-
licher Disziplinen beschéftigt. Das Feld “Robotics” involviert daher verschiedenste
Bereiche, darunter:

e Elektrotechnik, Elektronik, Mechanik

Kontroll- und Regelungstechnik

Systemtheorie

Softwareengineering
e Kiinstliche Intelligenz (Neuronale Netze, Fuzzy Logic)
e Algorithmik

Im Rahmen dieser Vorlesung werden wir uns auf den letzten Punkt
konzentrieren und Probleme aus der Algorithmischen Geometrie behandeln,
die im Zusammenhang mit der Steuerung von Robotern interessant sind.

Wir benéttigen zur Behandlung dieser Fragestellungen einige Begriffe und
Verfahren der Algorithmischen Geometrie, die hier nicht in aller Ausfiihrlich-
keit vorgestellt werden kénnen, sondern nur kurz angerissen oder gar nur als
“black—box” verwendet werden. Fiir ein tieferes Verstéindnis dieser Themen
sei auf die Vorlesung Algorithmische Geometrie oder auf die einschliagige
Literatur in diesem Bereich verwiesen.

Die diskutierten Themen sind Varianten einer Grundaufgabe: Gegeben
ist ein Robotersystem mit k Freiheitsgraden, das sich in einer Umgebung
U mit oder ohne (stationdren) Hindernissen bewegt, ein Startpunkt s und
ein Zielpunkt t. Stelle fest, ob es eine kollisionsfreie und kostengiinstige
Bewegung von s nach t gibt und falls ja, bestimme eine solche. Wichtige
Kriterien fiir die vorgestellten Losungen sind dabei:

e Korrektheit, d.h. es soll genau dann eine kollisionsfreie Bewegung gefunden
werden, wenn eine solche existiert.

e Effizienz der Berechnung, denn natiirlich soll die Bewegung schnell
berechnet werden, der Roboter soll nicht vor lauter Rechenaufwand
auf der Stelle stehen bleiben.

e Qualitit der Losung, d.h. die gefundene Bahn ist auch giinstig bzgl.
der festgelegten Kostenmafe.

'Der Begriff “Roboter” wurde von dem tschechischen Autor Karel Capek (1890-1938)
geprigt. [7]



Zunéchst wollen wir die Betrachtung von Kollisionsproblemen zuriick-
stellen, uns auf punktférmige Roboter beschrinken und die Linge der vom
Roboter zuriickgelegten Bahnen als Qualitétskriterium betrachten.
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e Micha Sharir:
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CRC Press LLC, Boca Raton, FL, 1997, [?]

e Joseph S. B. Mitchell:
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Kapitel 15 in: Jorg-Riidiger Sack and Jorge Urrutia: Handbook of
Computational Geometry.
Elsevier Science Publishers B.V. North-Holland, 2000, [?]

e Jean-Claude Latombe:
Robot Motion Planning.
Kluwer Academic Publishers, Boston, 1991, [?]

e Jakob T. Schwartz und Chee-Keen Yap (Editor):
Advances in Robotics.
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e Sowie viele in Journalen und Konferenzbidnden erschienene Arbeiten
und auch Dissertationen wie:
A. Frank van der Stappen:
Motion Planning amidst Fat Obstacles.
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An dieser Stelle sei auch auf das Geometrie-Labor
http://www.geometrylab.de/

mit Java—Applets aus dem Bereich Algorithmische Geometrie und Bewegungsplanung
fiir Roboter hingewiesen.

Danksagungen

Sehr herzlich danken wir Annette Ebbers—Baumann, Dorthe Liibbert, Andrea
Eubeler, Stefan Kamphans und allen Teilnehmern der Vorlesung fiir viele
Korrekturhinweise und Verbesserungsvorschlége.

Korrekturhinweise

Trotz aller Sorgfalt ist dieses Skript bestimmt nicht fehlerfrei. Bitte teilt uns
Fehler aller Art oder unverstéindlich aufgeschriebenes per Mail an
langetep@cs.uni-bonn.de mit. Eine Auflistung aller gefundenen Fehler
findet ihr unter

web.informatik.uni-bonn.de/I/Lehre/Vorlesungen/Bewegungsplanung/






Kapitel 1

Kiirzeste Pfade

Die Untersuchung kiirzester Wege beschiiftigt die Wissenschaft bereits seit
dem Altertum. In der Mathematik befafit man sich in der Theorie der
metrischen Rédume und in der Differentialgeometrie damit. So zeigten bereits
Joh. Bernoulli (1698) und L. Euler (1728), daf$§ fiir Kurven C' von a nach b
auf einer glatten Fliache S gilt: C ist Kiirzeste = C' ist Geodétische, d. h.
Vp € C': Schmiegeebene(C,p) L Tangentialebene(S, p).

Dabei ist die Schmiegeebene die Ebene, an die C' sich lokal anschmiegt,’
und die Tangentialebene die in p tangential zu S liegende Ebene. Geodétische
Kurven sind nur lokal nicht verkiirzbar, im Gegensatz zu kiirzesten Wegen,
die auch global unverkiirzbar sind. Anschaulich kann man sich geoditische
Kurven als straff gespannte Gummibénder vorstellen. Die Umkehrung obigen
Satzes gilt nicht: In Abbildung ?7 ist die Helix von @’ nach o zwar eine
Geoditische, aber keine Kiirzeste.

, p
Schmiegeebene (C, p)

Tangentialebene (S, p)
Abbildung 1.1: Kiirzeste von a nach b, Geoditische von a’ nach ¥'.

Wir interessieren uns hier fiir diskrete Umgebungen.

LGenauer: die Grenzlage einer durch drei benachbarte Kurvenpunkte p’, p, p’” gegebene
Ebene fiir die Grenzwerte p’ — p und p"” — p [?].
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1.1 Kiirzeste Pfade in der Ebene mit polygonalen
Hindernissen

P
P, 3

Py

Abbildung 1.2: Umgebung mit polygonalen Hindernissen.

Die Umgebung, in der sich der Roboter bewegt, sei durch h Hindernisse
in Form von Polygonen P; mit insgesamt n Ecken gegeben. Dabei sind

auch Polygone mit Jgi: () erlaubt,? also zu einem Linienzug degenerierte
Polygone. Weiterhin seien ein Startpunkt s und Zielpunkt ¢ gegeben, die

nicht im Inneren eines Polygons liegen diirfen; es muf} gelten s, ¢ ¢ |J 1(31 Die
Aufgabe ist nun, einen Pfad 7 minimaler Linge von s nach ¢ zu finden, der
keine Hinderniskante kreuzt.

Der kiirzeste Pfad ist nicht immer eindeutig, je nach Umgebung kann
es exponentiell in h viele kiirzeste Wege geben, Abbildung ?? zeigt eine
Umgebung mit & = 4m-+1 Hindernissen (Liniensegmente) und 2"+ kiirzesten
Wegen (Akman, 1987 [?]).

Abbildung 1.3: Es kann exponentiell viele kiirzeste Wege geben.

2 ]3 bezeichnet das Innere eines Polygons, also alle Punkte aus P, deren e-Umgebung
vollstdndig in P liegt.



1.1 Kiirzeste Pfade in der Ebene mit polygonalen Hindernissen 7

Kiirzeste Pfade haben die Gestalt einer
polygonalen Kette, die nur an konvexen Polygonecken? c
abknicken kann, da sich die Kette andernfalls T
verkiirzen liefle. Dies wird klar, wenn man b
sich den kiirzesten Pfad als ein Gummiband
vorstellt, das von s nach ¢ gespannt ist: die
Knicke im Gummiband miissen sich an einer Polygonecke abstiitzen, ohne
eine Polygonecke wiirde sich das Gummiband strammziehen. In nebenstehender
Abbildung ist 7 also kein kiirzester Pfad, da sich der Knick in Punkt ¢ nicht
auf eine Polygonecke abstiitzt. Der kiirzeste Pfad zwischen a und b wire die
gestrichelte Linie.

Genauer bestehen kiirzeste Pfade aus einer Startkante von s aus, einer
Zielkante zu ¢ hin und ansonsten nur aus Kanten, die gegenseitig sichtbare,
konvexe Hindernisecken verbinden. Diese Beobachtung fiihrt zu einem ersten
Ansatz zur Losung des Problems, bei der wir auf eine aus der Algorithmischen
Geometrie bekannte Struktur zuriickgreifen kénnen:

Definition 1.1 Sei £ eine Menge sich nicht kreuzender Liniensegmente in
der Ebene. Dann ist der Sichtbarkeitsgraph von £ ein Graph VisG(£) =
(V, E) mit

V = { alle Endpunkte der Liniensegmente in £ }

E ={(p,q) | p,q €V, pg kreuzt kein Liniensegment aus £ }.
Der Sichtbarkeitsgraph einer Menge von Polygonen P; entsteht aus VisG(£)
mit £ = { Kanten der P; } durch Entfernen aller im Inneren eines Polygons
liegenden Sichtbarkeitskanten.

Der Sichtbarkeitsgraph von n Liniensegementen hat die Komplexitét
O(n?). Abbildung ??(i) zeigt ein Beispiel eines Arrangements von n Liniensegmenten,
dessen Sichtbarkeitsgraph (n?) viele Kanten enthélt. Jedoch kann der Sichtbarkeitsgraph
auch deutlich weniger Kanten enthalten, wie das Beispiel in Abbildung ??(ii)
zeigt.

Abbildung 1.4: Der Sichtbarkeitsgraph kann (i) Q(n?) viele Kanten enthalten, aber
auch (ii) nur O(n) viele.

3Polygonecke, deren AuBenwinkel > 7 ist.
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Algorithmus 1.1 Berechnung des kiirzesten Weges mit Hilfe des
Sichtbarkeitsgraphen

1. Berechne den Sichtbarkeitsgraph VisG(P).

2. Fiige alle Kanten (s,v) mit v € V und s sieht v ein:
Vv € V : Teste, ob das Segment sv von einer Randkante eines der
Hindernisse geschnitten wird. Ist dies nicht der Fall, dann fiige das
Segment 50 zum Sichtbarkeitsgraphen hinzu.

3. Fiige alle Kanten (v,¢) mit v € V und ¢ sieht v ein (analog).

4. Berechne mit dem Algo. von Dijkstra in dem modifizierten Graph mit
Distanzen als Kantengewichten alle kiirzesten Wege von s.

VisG
(87 U)? (IU’ t)

P,

Py

Abbildung 1.5: VisG und Kanten von s und zu t.

Damit 148t sich ein kiirzester Weg
wie in Algorithmus ?7? beschrieben berechnen. »
Abbildung 7?7 zeigt das Ergebnis der S
Schritte 1 bis 3 auf der Umgebung aus
Abbildung ??. Die zusétzlichen Kanten
lassen sich offensichtlich in Zeit O(n?)
einfiigen, die Komplexitidt der anderen
beiden Schritte bedarf einer genaueren
Analyse. Beginnen wir mit der Berechnung des Sichtbarkeitsgraphen: Dieser
158t sich naiv in Zeit O(n?®) berechnen, indem fiir jedes Paar (p, ¢) von Ecken
das Segment pg auf Kreuzung mit den n Polygonrandsegmenten getestet
wird. Ein besseres Laufzeitverhalten hat der in Algorithmus 77?7 skizzierte
radiale Sweep, der fiir ein festes p Zeit O(nlogn) benotigt, insgesamt also
O(n?logn).

Dies kann noch verbessert werden, indem nicht jeder Punkt fiir sich
einen radialen Sweep durchfiihrt, sondern die Bearbeitung so synchronisiert

VisG so far
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Algorithmus 1.2 Sweep zur Berechnung des Sichtbarkeitsgraphen

Fiir jeden Endpunkt p:
e Sortiere alle Endpunkte rechts von p nach Winkeln von p.

e Drehe einen Strahl S von p gegen den Uhrzeigersinn von Siid nach
Nord:

— Fiihre in balanciertem Baum sortiert nach Abstand von p Buch
dariiber, welche Segmente von S gerade geschnitten werden.

— Sei ¢ der Schnittpunkt von S mit dem zu p néchsten
Liniensegment auf S. Falls ¢ € V, berichte Sichtbarkeitskante

Dq.

wird, da Sichtinformationen weitergereicht werden kénnen. Wenn z. B. in
Abbildung ??(i) der Punkt f beim Sweep den Punkt a entdeckt, kann a die
Information “cd ist sichtbar” an f weiterreichen.

Die Wahl der Bearbeitungsreihenfolge R hingt dabei von der Steigung
slope(p, q) des Segmentes zwischen p und ¢ ab. Wir miissen dabei zwei Typen
von Bedingungen erfiillen, sieche Abbildung ?7?(ii):

(1) slope(p, q) < slope(p,r) = (p,q) vor (p,r) bearbeiten

(2) slope(a, ¢) < slope(f,a) < slope(a,d) = (a,c) vor (f,a) vor (a,d)
Man beachte, dass in Bedingung (2) weder die erste noch die zweite Unglei-
chung aus Bedingung (1) folgt.

Die Wahl der Bearbeitungsreihenfolge werden wir spéter betrachten.
Nehmen wir zunédchst an, wir hétten eine solche Bearbeitungsreihenfolge
R bereits festgelegt. Nun wird zur Initialisierung zu jedem Punkt p ein
Zeiger o auf das erste unterhalb von p liegende Segment berechnet; also
das Liniensegment, das ein Strahl von p in negativer Y—Richtung als erstes
treffen wiirde. Liegt unter p kein Liniensegment, wird der Zeiger auf NIL
gesetzt.

Bei der Bearbeitung der Paare (p;,q;) aus der Liste R soll folgende
Invariante erhalten bleiben:

Sei g der zuletzt bearbeitete Partner von p. Dann gibt es einen
Zeiger p von p auf das in Sweeprichtung kurz hinter ¢ sichtbare
Segment o.

Nach der Initialisierung ist die Invariante erfiillt, p zeigt auf das von
p in Richtung Siiden liegende Segment. Vor der Bearbeitung eines Paares
(p,7) sei q der zuletzt bearbeitete Partner von p, und der Zeiger von p
zeige auf o. Es gibt drei mogliche Ausgangssituationen von p, ¢ und o, siche
Abbildung ?7?:



10 Kapitel 1 Kiirzeste Pfade

d (1)

p q

(p,q) vor (p,r)

(2) d

f c
(a,c) vor (f,a) vor (a,d)
(i) (i)

Abbildung 1.6: (i) Sichtbarkeitsinformationen kénnen von a an f weitergereicht
werden, (ii) Typen von Bedingungen an die Bearbeitungsreihenfolge.

(i) (i) (iif)

Abbildung 1.7: Es gibt drei mogliche Ausgangssituationen eines Punktes p mit
zuletzt bearbeitetem Partner ¢ und sichtbarem Segment o.

(i) ¢ ist von p aus sichtbar und Anfangspunkt eines Segments o.
(ii) ¢ ist von p aus sichtbar und Endpunkt eines Segments. o ist das auf
dem Strahl S von p durch g néchste Segment hinter q.
(iii) ¢ ist von p aus nicht sichtbar. o ist das zu p néichste Segment auf dem
Strahl S von p durch gq.

Bei der Bearbeitung des Paares (p,r) kénnen nun folgende Fille eintreten,
siehe Abbildung 77:

1. r liegt hinter o. In allen drei Ausgangssituationen zeigt o nach wie vor
auf o.

2. r liegt vor ¢. Dann ist » Anfangspunkt eines Segments 7 und p zeigt
nun auf 7.
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3. r ist Endpunkt von o. Hier muss die Sichtbarkeitsinformation fiir r
benutzt werden. Je nach Ausgangssituation gibt es in diesem Fall
folgende drei Moglichkeiten, die prinzipiell analog behandelt werden
konnen:

(i) p wird auf das erste Segment auf dem Strahl zwischen p und r
hinter r gesetzt. Dies entspricht der Ausgangssituation (ii).

(ii) In diesem Fall kann der Winkelbereich W zwischen den Strahlen
von p durch ¢ und r keinen Punkt enthalten, ansonsten wéire
r nicht der néchste Partner von p. Auflerdem mufl » von p aus
sichtbar sein. Andernfalls miifite sich ein Endpunkt in W befinden,
oder ¢ wire nicht das nach ¢ sichtbare Segment.
Falls ein Segment 7 existiert auf das r zeigt, ist es durch die
Bearbeitung des letzten Paares (r, v) beziiglich r entstanden, dass
vor (p,r) dran war. Der Punkt v liegt unterhalb von W wegen
Teil 2) der Bearbeitungsreihenfolge. Das Segment 7 = ww muss
vollstdndig den obigen Winkelbereich W durchqueren und ist
somit sichtbar von p aus. Der untere Endpunkt « kann nicht ober-
halb vom Strahl durch r und v liegen (u konnte allerdings mit v
identisch sein), da 7 ja die Sichtbarkeitsbedingung erfiillen muss.
Der obere Endpunkt w kann nicht zwischen dem Strahl durch r
und v und dem Bereich W liegen, da dann (7, w) noch nach (r,v)
und vor (p,r) betrachtet worden wére. Der Endpunkt w kann wie
oben bereits erwdhnt nicht im Bereich W liegen. Folglich sieht p
einen Punkt v’ auf 7 und g wird also auf 7 gesetzt.

(iii) Analog zu (ii).

Damit kénnen wir den Sichtbarkeitsgraphen nach der Berechnung der
Bearbeitungsreihenfolge R in Zeit O(n?) bestimmen. Um R festzulegen,
miissen wir die Liste der Punktpaare (p;, g;) so sortieren, daf die Steigungen
der Liniensegmente p;q; die geforderten Eigenschaften (1) und (2) haben.
Dabei kénnen wir eine aus der Algorithmischen Geometrie bekannte Eigenschaft
ausnutzen, die Dualitdt zwischen Punkten und Geraden, die gegeben ist
durch die Abbildung?

Punkt p = (pg,py) — Gerade p* ={Y =p, X —p, }.

Seien p = (pz, py) und ¢ = (¢z, qy) 0. E. mit p, < ¢, gegeben. Dann gilt
fiir die Steigung des Segments
qy — Py

slope(p, q) = =—~= .
qr — Pz

“Diese Dualisierung unterscheidet sich nur im Vorzeichen von der in [?] betrachteten
Dualisierung p = (pz,py) —> p* = {Y = pa X + py}.
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Fall 1: r liegt hinter o (Situation (i))

9 g q

Analog Ausgangssituationen (ii) und (iii)

Fall 2: r liegt vor o (Situation (i))

9 g q

Analog Ausgangssituationen (i) und (iii)

Fall 3: r ist Endpunkt von o (Situation (ii))

Analog Ausgangssituationen (i) und (iii)

Abbildung 1.8: Drei Félle bei der Bearbeitung eines Paares (p,r).
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Dem entspricht die X—Koordinate des Schnittpunktes (z,y) der zu p und
q dualen Geraden p* und ¢*:

Y= p:X —py=qX —q

-~ x= 7P _ slope(p, q) .
p

qr — Pz

b* dr

0 & b I

h*

Abbildung 1.9: Dualisierung p = (pg, py) —> p* ={Y =p, X —p, }.

Wir konnen also die Bedingungen aus Abbildung ?7(ii) so iibersetzen:

(1) slope(p, q) < slope(p,r) < p* N ¢* links von p* N r* auf Gerade p*
(2a) slope(a, ¢) < slope(f,a) < a* N ¢* links von f*N a* auf Gerade a*
(2b) slope(f,a) < slope(a,d) < f*N a* links von a* N d* auf Gerade a*

Also miissen wir die Schnittpunkte im Arrangement der Geraden p; so
bearbeiten, dafl lings jeder Geraden die richtige Reihenfolge eingehalten
wird. Abbildung ?7? zeigt ein Beispiel eines Arrangements mit den dazu
dualen Geraden. Da slope(a, ¢) < slope(f,a) gilt, mufl der Schnittpunkt von
a* mit ¢* links des Schnittpunktes von f* mit a* auf a* liegen.

Zu 16sen ist nun folgendes Problem: Gegeben seien n Geraden im R? in
allgemeiner Lage, die eine Zerlegung der Ebene bewirken. Gesucht ist eine
Reihenfolge der Schnittpunkte, die mit der X—Ordnung ldngs jeder Geraden
vertriglich ist. Dazu sind folgende Verfahren bekannt:
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(i)

S1 S moglich nicht moglich
(i) (iii)

Abbildung 1.10: (i) Topologischer Sweep, (ii) Elementarschritt, (iii) Die Sweepkurve
kann eine Zelle nur von oben betreten und nach unten verlassen.

Rechenzeit  Speicherplatz

Inkrementelle Konstruktion des O(n?) O(n?)
Arrangements der Geraden

(Edelsbrunner, O’Rourke, Seidel, 1986,

7)

Sweep mit einer Geraden O(n*logn) O(n)
Sweep mit einer Kurve (topologischer O(n?) O(n)
Sweep, Edelsbrunner, Guibas, 1986, [?, ?])

Im folgenden konzentrieren wir uns auf den topologischen Sweep. Die wesentliche
Idee dabei ist, den Sweep in der Ebene nicht mit einer Geraden durchzufiihren,
sondern mit einer Kurve, die topologisch einer Geraden entspricht:

Definition 1.2 In einem Arrangement A von Geraden heifit eine Kurve
S Pseudogerade, wenn sie jede Gerade aus A in hochstens einem Punkt
schneidet.

Beim Sweep wird also eine Sweepkurve S (Pseudogerade) iiber das Arrangement
A bewegt (Abbildung ??(i)). Die von S geschnittenen Geraden werden léngs
S sortiert in einem Verzeichnis mitgefiihrt. In einem Elementarschritt des
Sweeps wird die Sweepkurve iiber genau einen Schnittpunkt hinweg gefiihrt
(Abbildung ??(ii)). Das Problem dabei ist, zwei konsekutive Geraden lings
S mit Schnittpunkt rechts von S fiir das nichste Elementarereignis zu finden,
wenn im Mittel dafiir Zeit O(1) zur Verfiigung steht.

Die Existenz solcher zwei Geraden ist jedenfalls sichergestellt: Seien Gy
und G5 die Geraden, deren Schnittpunkt rechts von S am weitesten links
liegt, dann miissen G und G entlang .S benachbart sein. Ein Elementarschritt
ist also stets durchfithrbar, wenn es auch im allgemeinen mehrere Kandidaten
dafiir gibt.
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Ein Ansatz zur Losung dieses Problems ist, in einer Liste N entlang
S sortiert fiir jede Gerade G festzuhalten, von welcher anderen Geraden
G’ das von S durchkreuzte Segment von G rechts begrenzt wird. Fiir das
Arrangement in Abbildung ??(i) ergibt sich also entlang der ersten eingezeichneten
Sweepkurve S die Liste

N = { (17 2)? (27 1)7 (3’ 5)7 (47 5)7 (574) }

Aus dieser Liste 143t sich ablesen, dafl die Geraden 1 und 2 sowie die
Geraden 4 und 5 benachbart und somit Kandidaten fiir den néichsten Elementarschritt
sind. Fiir die zweite Sweepkurve S ergibt sich die Liste

N = { (17 2)7 (27 1)7 (5, 1)7 (374)7 (47 3) }7

und Kandidaten fiir den néchsten Elementarschritt sind die Paare (1,2) und
(3,4).

1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
S S
Oberer Horizontbaum 7°¢ Unterer Horizontbaum Ty

Abbildung 1.11: Oberer und unterer Horizontbaum.

Nach einem Elementarschritt ist die Liste N zu aktualisieren. Dabei
helfen uns obere und untere Horizontbdume, die wie folgt definiert sind, vgl.
Abbildung ?7?:

Oberer Horizontbaum 7°:
e Markiere jede von S geschnittene Kante.
e Setze Markierung léngs der Geraden nach rechts fort.
e Wo sich zwei markierte Kanten treffen, setze diejenige mit groferer
Steigung nach rechts fort.

Unterer Horizontbaum Ti;:
e Markiere jede von S geschnittene Kante.
e Setze Markierung ldngs der Geraden nach rechts fort.
e Wo sich zwei markierte Kanten treffen, setze diejenige mit kleinerer
Steigung nach rechts fort.
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FEine Eigenschaft der Horizontbdume ist folgende: Sei e eine von S geschnit-
tene Kante von A, und seien e© und ey ihre Verlingerungen in 79, Ty;. Dann
ist e = min(e?, eyy), d. h. aus T und Ty kann schnell bestimmt werden, von
welchen Geraden die Kante e begrenzt wird; die kiirzere Kante liefert den
Schnittpunkt mit der begrenzenden Geraden.

S
0 7 bleibt w
v v neu in 7 v x
g2 92
S v
g3
9k
niichste Kante ldngs S
S1 S2 Ss

(4) (iz)

Abbildung 1.12: Aktualisierung der Horizontbsiume am Beispiel von 7C.

Abbildung ?7?(i) zeigt die Aktualisierung der Horizontbdume am Beispiel
von T9: Nachdem die Sweepkurve S den Punkt v iiberschritten hat, wird
die Gerade g1, die bisher nur bis v markiert war, hinter v von S geschnitten.
Somit wird das Segment vv’ der Geraden rechts von v Teil des Horizontbaumes.
v’ ist dabei der zu v néichstgelegene Schnittpunkt von g; mit einer markierten
Geraden gp mit groflerer Steigung. Um diese zu finden, suchen wir lings S
die néchste Schnittkante g3 und folgen der konvexen Kantenfolge bis zum
Schnittpunkt mit g;. Die Suche nach einem Schnittpunkt kann dabei O(n)
viele Schritte erfordern. Es kann auch vorkommen, dafl dieselben Kanten
mehrfach abgesucht werden miissen; Abbildung ?7(ii) zeigt ein Arrangement,
in dem bei den Knoten v und z dieselben Kanten durchsucht werden.

Um eine Ubersicht iiber die Kosten zu bekommen, wollen wir die Kosten
des Besuchs einer Kante e dem verursachenden Knoten v in Rechnung
stellen. Ideal wére, wenn Bilanzen nur zwischen Knoten und Kanten derselben
Zelle im Arrangement aufgestellt werden miifiten. Abbildung ?77(ii) zeigt
allerdings, dafl dies nicht ohne weiteres moglich ist: die Kanten, die bei der
Bearbeitung von v besucht werden, liegen nicht alle in derselben Zelle wie v.
Dies wird erst bei der Bearbeitung von x festgestellt, und «x liegt in derselben
Zelle wie die Kanten, also transferieren wir die Kosten dieser Kanten auf x.
Zur Berechnung dieser Kosten brauchen wir Folgendes:

Definition 1.3 Sei A ein Arrangement von n nicht senkrechten Geraden,
und sei ¢ eine beliebige Gerade. Die Zone von ¢ in A besteht aus allen
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Abbildung 1.13: Zone einer Geraden ¢ in einem Arrangement A.

Zellen, deren Abschlufl von ¢ geschnitten wird:
Zone(f) :=={Zellen Z in A | {NZ # 0}

Theorem 1.4 (Zonentheorem)
Sei A ein Arrangement von n nicht senkrechten Geraden und sei £ eine
beliebige Gerade. Die Zone von ¢ hat die Komplezitit O(n).

Beweis.
In jeder Zelle gibt es einen rechten, obersten Punkt und einen linken, untersten
Punkt. Diese Punkte teilen den Rand einer Zelle eindeutig in einen linken
und einen rechten Rand.

Wir zeigen durch Induktion iiber n, dal es héchstens 5n linke Kanten
auf den Réndern der Zonenzellen geben kann. Aus Symmetriegriinden gibt
es auch hochstens 5n rechte Kanten.

Fiir n = 1 haben wir eine linke Kante.

Fir n > 1 sei ¢; die Gerade im n=1
Arrangement, deren Schnitt mit ¢ am ¢
weitesten rechts liegt (wir nehmen an,

diese sei eindeutig).

Sei v der niedrigste Schnitt von #; mit

ciner Geraden aus A oberhalb von £ und "~ 1 b b
w der hochste Schnitt von ¢; mit einer

Geraden aus A unterhalb von /.

Sei A’ das Arrangement ohne /¢;. Lt. ! ’
Induktionsvoraussetzung hat die Zone w

von ¢ in A’ hochstens 5(n — 1) linke

Kanten.

Wieviele linke Kanten werden nun beim Einfiigen von ¢; héchstens hinzugefiigt?
(i) Die Kante vw.
(ii) Sei ¢y die Gerade, die ¢; in v schneidet. £ hat vor dem Einfiigen von
£1 moglicherweise mehrere linke Kanten gestellt. Hochstens eine davon
kann durch Einfiigen von ¢ in v geteilt werden.
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(iii) Entsprechend fiir w.

Es kommen also hochstens drei linke Kanten hinzu, also hat Zone(¢) in A
hochstens 5(n — 1) + 3 < 5n linke Kanten.

Zu zeigen ist noch, warum beim Einfiigen A Uy
von ¢1 keine weiteren linken Kanten geteilt ,
werden konnen. Nehmen wir dazu an, 4 v
die Gerade ¢’ wiirde ¢; oberhalb von ¢ v
schneiden ¢

= 3 Schnittpunkt v’ oberhalb von v.

= kurz rechts von ¢; kann kein Stiick von ¢’ zu Zone(¢) gehoren, weil ¢’ dort
in einer Region liegt, die nach unten hin von ¢; und ¢3 begrenzt wird.

= es kann keine Teilung stattgefunden haben.

El él

+1 +1
+2 , 42 ,
+1

+1 +1

Abbildung 1.14: Im rechtesten Schnittpunkt schneiden sich zwei oder mehrere
Geraden. Die gestrichelten Kanten werden neu eingefiigt.

Ist die Gerade ¢; nicht eindeutig, d. h. in dem weitesten rechts liegenden
Schnittpunkt mit £ schneiden sich mehrere Geraden, so wihlen wir eine
dieser Geraden als /1. Mit der gleichen Zahlweise wie oben stellen wir fest,
daf} wir fiir zwei schneidende Geraden 5 neue linke Kanten bekommen kénnen,

siehe Abbildung ?7?(i), fiir drei oder mehrere Geraden 4 linke Kanten (Abbildung ?7(ii)).
O

Wir kénnen die Kosten fiir die Aktualisierung der Horizontbdume wie folgt
abschétzen:

Kosten der Aktualisierung von T, Ty

Summe aller Kosteneinheiten Kante—Knoten aus je einer Zelle
Z (#Kanten von Z) - (#Knoten von Z)

Zellen Z

> (#Kanten von Z)?
Zellen Z

%

IN
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< Z Z (#Kanten von Z)

Geraden G Zellen Z mit
Kante auf G

O(n) nach Theorem ?7?

€ 0O(n?

Bemerkung: Die Kosten der Aktualisierung der Horizontbdume, nachdem die
Sweep Pseudogerade iiber einen Schnittpunkt hinweggehoben wurde, entste-
hen durch entlang laufen des Randes der aktuellen Zelle z. Der Rand einer
Zelle z kann also insgesamt maximale Anzahl Knoten von z mal durchlaufen
werden. Die Gesamtkosten ergeben sich durch Summation iiber alle Zellen z.

Damit haben wir folgende Laufzeiten gezeigt:

Aktualisierung der Horizontbdume O(n?)
= Topologischer Sweep O(n?)
= Wahl der Bearbeitungsreihenfolge O(n?)
= Konstruktion des Sichtbarkeitsgraphen O(n?)

Also gilt:

Theorem 1.5 (Welzl, 1985)
Der Sichtbarkeitsgraph von n Liniensegmenten kann in Zeit O(n?) und in
Speicherplatz O(n) konstruiert werden. [?]

Dabei werden sichtbare Paare von Endpunkten nur berichtet, nicht ge-
speichert. Auflerdem setzen wir voraus, daf sich die Punkte in allgemeiner
Lage befinden, insbesondere keine drei Punkte kollinear sind.?

Den Sichtbarkeitsgraphen in Algorithmus 7?7 koénnen wir also in Zeit
O(n?) konstruieren, auch das Hinzufiigen der Kanten zu Start- und Zielpunkt
ist in O(n?) moglich. Damit bleibt aus Algorithmus ?? das Problem der
Suche nach einem kiirzesten Weg in ungerichteten Graphen mit nicht-negativen
Kantengewichten; dies ist ein diskretes Problem.

Dieses Problem 148t sich mit dem Algorithmus von Dijkstra (Algorithmus 77,

[?]) 16sen. Dieser verwaltet eine Welle W mit einem Auslédufer A um a und
aktualisiert in jedem Schritt die Knotenmarkierung

min. Liange eines Pfads von @ nach p firpe W

d(p) = min. Linge eines Pfads von a nach

p, der bis auf p in W verléuft firpe A

o0 sonst

®Ansonsten wiren noch einige Spezialfille zu beachten, die aber an Laufzeit und
Speicherplatz nichts &ndern wiirden.
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Algorithmus 1.3 Kiirzeste Pfade in gewichtetem Graph (Dijkstra, 1959)

Gegeben: Graph G = (V, E) zusammenhingend, |V| =n, |E| =m
Kantengewichtung g : E — R=°, Knoten a,b € V.

Gesucht: Kantenfolge von a nach b mit minimalem Gesamtgewicht.
Solange A # ():

e Entnehme A ein p mit minimalem d(p).

o W :=WU({p}

e Fiir alle direkten Nachbarn ¢ von p in W¢:

~ d(g) ==min { d(g), d(p) + g(p, ) |
— Wenn g ¢ A dann A := AU {q}.

Abbildung ?? zeigt einen Zwischenstand bei der Berechnung des kiirzes-
ten Weges mit der aktuellen Welle W, dem aktuellen Ausldufer A und den
aktuellen Knotenmarkierungen (fett).

Zur Implementierung des Algorithmus von Dijkstra wird eine Prioritdtswarteschlange
fir den Auslaufer A benotigt. Diese soll eine Menge von
Paaren (p, d(p)) verwalten. Die Operationen Einfiigen eines Elementes, Losch-
en des Minimums werden insgesamt O(n) mal durchgefithrt. Vermindern des
Wertes d(p) kann insgesamt O(m) mal durchgefiihrt werden. Die Elemente
befinden sich bei diesen Operationen in bekannter Position, d.h. es kann
ohne vorherige Suche darauf zugegriffen werden. Zur Realisierung dieser
Warteschlange gibt es folgende Moglichkeiten:

Fithren wir i mal einfiigen, j mal vermindern und k mal I6schen des
Minimums in beliebiger Reihenfolge aus.

e Lineare Liste, unsortiert: Einfiigen, Vermindern in O(1), Loschen—Min
in O(i). Gesamtlaufzeit in O(i? + j)

e Fibonacci Heap (Fredman, Tarjan, 1987; beschrieben u.a. im Buch
von Ottmann und Widmayer, [?]): Einfiigen, Vermindern in O(1) und
Loschen-Min O(logi). Gesamtlaufzeit in O(klogi + ¢ + 7). [?]

e Relaxed Heap (Driscoll, Gabow, Shrairaman, Tarjan, 1988): Einfiigen,
Vermindern in O(1), Loschen—Min in O(log1).
Gesamtlaufzeit in O(klogi + j) [?]

Wird der Algorithmus von Dijkstra mit Fibonacci-Heaps implementiert,
kann man in einem Graph G mit n Knoten und m Kanten die kiirzesten
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A 0 107 500 .
7 20
w 200 50
50 57
" s 257 A
70
) 2 300 50 15 9
0 2 900
20 o
50 70 15 20
50 30 80

Abbildung 1.15: Welle, Ausldufer und Knotenmarkierungen wihrend des
Algorithmus von Dijkstra.

Wege von einem Knoten a zu allen iibrigen Knoten in Zeit O(n logn + m)
bestimmen.

Damit ist folgendes gezeigt:

Theorem 1.6

Gegeben seien h Polygone mit n Ecken, ein Startpunkt s und ein Zielpunkt
t. Ein kiirzester Weg von s nach t kann in Zeit O(n?) berechnet werden, die
kiirzesten Wege von s zu allen Ecken ebenfalls in Zeit O(n?).

Der Engpafl bei der bisherigen Berechnung kiirzester Wege ist die Kon-
struktion des Sichtbarkeitsgraphen. Wie bereits erwihnt, kann dieser Q(n?)
viele Kanten enthalten, jedoch auch viel weniger, vgl. Abbildung ?7. Beim
obigen Algorithmus brauchen wir stets eine Laufzeit von (n?) wegen der
Konstruktion des Arrangements der dualen Geraden. Die Frage ist nun, ob
sich der Sichtbarkeitsgraph auch output—sensitiv bzgl. seiner Gréfle berechnen
188t. Tatséchlich ist dies moglich: Zu einem Arrangement aus n Liniensegmenten,
dessen Sichtbarkeitsgraph aus m Kanten besteht, sind folgende output—
sensitiven Algorithmen bekannt:

Overmars, Welzl, 1988: Zeit O(mlogn) und Platz O(n) [?],
Ghosh, Mount, 1987: Zeit O(nlogn 4+ m) und Platz O(m) [?, 7],
Pocchiola, Vegter, 1995: Zeit O(nlogn + m) und Platz O(n) [?].

Damit gilt:

Theorem 1.7 Mit der Fibonacci—-Heap Implementierung des Algorithmus
von Dijkstra und der output—sensitiven Berechnung des Sichtbarkeitsgraphen
lassen sich kiirzeste Wege in Zeit O(nlogn + m) berechnen.

Bei der Laufzeit ist jedoch der Anteil von O(nlogn) unvermeidlich:
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Theorem 1.8 (untere Schranke) In einer Umgebung von Polygonen mit
insgesamt n Ecken braucht die Berechnung eines kiirzesten Pfades Zeit
Q(nlogn).

chupper (S)

Abbildung 1.16: Reduktion: Konstruktion der konvexen Hiille auf Bestimmung des
kiirzesten Pfades.

Beweis.
Wir zeigen, daf} sich die Konstruktion der konvexen Hiille auf die Berechnung
kiirzester Pfade reduzieren 148t. Da sich Sortieren auf die Konstruktion der
konvexen Hiille reduzieren 148t, erhalten wir eine Laufzeit von Q(nlogn).
Sei eine Menge von Punkten gegeben. Sei s der linkeste Punkt, ¢ der
rechteste Punkt und H die Hohe der vertikale Abstand zwischen niedrigsten
und hochsten Punkt. Lege an jeden Punkt ein senkrecht nach unten zeigendes
Liniensegment einer Lénge > 2H. Dann entspricht der kiirzeste Weg von s
nach t der oberen konvexen Hiille, sieche Abbildung ?7. O

Die néchste Frage ist, ob man wirklich den Sichtbarkeitsgraphen kon-
struieren muf3. In der Tat ist dies nicht notig, folgender Ansatz ist als Locus
Approach bekannt und sei hier nur kurz umrissen:

1 {z]|zp| = |zq| + a1 — a2 }

T2

ai

az

Abbildung 1.17: Berechnung der Shortest Path Map.
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Wir zerlegen den freien Teil der Ebene in Regionen, so daf alle Punkte
einer Region kombinatorisch gleiche® Kiirzeste zum Startpunkt s haben
(Shortest Path Map). In Abbildung ??7 sind genau fiir die Punkte auf der
Hyperbel H = {z | |2p| = |2q| + a1 — a2 } die Wege von s iiber p oder
iiber ¢ gleich lang. Dies entspricht einem Voronoi-Diagramm mit additiven
Gewichten, siehe Abschnitt ?7. Die Shortest Path Map I8t sich mit der
Continuous Dijkstra Methode berechnen: Wir lassen um s einen Kreis wachsen.
Wenn dieser eine Hindernisecke beriihrt, entsteht ein neuer Kreis, der mit
der gleichen Geschwindigkeit wie die bisherigen Kreise um die Hindernisecke
wichst (Wellenfront). Es wird festgehalten, von welchem Kreis ein Punkt der
Ebene zuerst erreicht wird. Auf die Continuous Dijkstra Methode werden
wir in Abschnitt 7?7 noch zuriickkommen, wir halten hier nur fest:

Theorem 1.9 (Hershberger, Suri, 1997)

Gegeben seien polygonale Hindernisse mit insgesamt n Ecken und ein fester

Startpunkt s. Dann lafst sich in Zeit O(nlogn) und Platz O(nlogn) eine

Karte der kiirzesten Wege berechnen. Diese braucht O(n) Platz und ermdglicht

fiir einen beliebigen Zielpunkt t

(i) in Zeit O(logn) die Entfernung von s zu bestimmen und

(i) in Zeit O(logn+k) den kiirzesten Weg von s nach t zu berichten, wobei

k die Anzahl der Kanten auf dem Weg ist. [?]

5D. h. sie beriihren dieselben Ecken in derselben Reihenfolge.
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1.2 Kiirzeste Pfade im Inneren eines einfachen Polygons

Abbildung 1.18: Kiirzester Pfad im Inneren eines einfachen Polygons.

Betrachten wir nun das Problem, zu einem gegebenem einfachen Polygon
mit n Ecken und zwei beliebigen Punkten s und ¢ im Inneren des Polygons
den kiirzesten Pfad 7 zu bestimmen, der im Inneren des Polygons verlauft.
Im Gegensatz zu dem Problem in Abschnitt 77 ist der kiirzeste Pfad hier
eindeutig bestimmt. Man kann sich den Pfad auch in diesem Fall als straff
gespanntes Gummiband zwischen s und ¢ vorstellen, das wie in Abschnitt 77
nur an den Ecken des Polygons abknicken kann.

1.2.1 Der Algorithmus von Lee und Preparata

T*

Abbildung 1.19: Triangulation 7" und dualer Graph T*.

Wie in Abschnitt 77 ist unser Ansatz auch hier, das gegebene Problem in
ein diskretes Problem zu verwandeln; dabei hilft uns die aus der Algorithmischen
Geometrie bekannte Triangulation des Polygons:

Definition 1.10 Zu einem einfachen Polygon P ist die Triangulation 7'
eine maximale Menge von kreuzungsfreien Liniensegmenten im Innern von
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P, deren Endpunkte auf den Ecken von P liegen. Der zur Triangulation
T duale Graph T* enthilt die Dreiecke der Triangulation als Knoten und
Kanten zwischen den Knoten von Dreiecken mit einer gemeinsamen Seite.

Aus der Algorithmischen Geometrie [?] kennen wir ein randomisiertes
Verfahren zur Berechnung der Triangulation in Zeit O(nlogn), ein lineares
Verfahren wurde 1991 von Chazelle vorgestellt [?]; Abbildung 7?7 zeigt die
Triangulation und den dualen Graphen zu dem Beispiel aus Abbildung ?77.

Der duale Graph T™ ist ein Baum mit Knotengrad < 3, also entspricht
dem kiirzesten Pfad 7 von s nach ¢ ein eindeutiger Pfad 77+ im Baum 7™ von
dem Dreieck, das s enthélt, zu dem Dreieck, das t enthélt. Nach Lokalisation
der Dreiecke, die s bzw. t enthalten, 148t sich 7wy« durch Tiefensuche in T*
in linearer Zeit bestimmen.

Betrachten wir das Teilpolygon P’, das die Dreiecke lings 7y« sowie
zwei angesetzte Dreiecke mit Ecken s bzw. ¢ enthélt und sich in Zeit O(n)
bestimmen 148t, so mufl der kiirzeste Pfad 7 in P’ verlaufen. Der nicht zu
P’ gehoérende Teil ist in Abbildung ?? schraffiert dargestellt.

V1,2 V5,2

Ds D,
D4 D6 Dg

Dy t d;
’ D1 Dy Ds  p. Do di it

V1,1

Abbildung 1.20: Kette von Dreiecken.

Damit reduziert sich das anfingliche Problem auf die Bestimmung des
kiirzesten Pfades von s nach ¢ in P’. Dieses Polygon hat jedoch eine spezielle
Eigenschaft: es besteht aus einer Kette von Dreiecken, bei der zwei konsekutive
Diagonalen d;, d;+1 immer eine gemeinsame Ecke haben, vgl. Abbildung ?7.
Das erlaubt uns, induktiv die Kiirzesten m(s,v;1) und 7(s,v;2), 1 <i <mn
von s zu den Endpunkten v;1 und v; 2 der Diagonalen d; zu bestimmen:
der Fall ¢ = 1 ist trivial, der kiirzeste Weg besteht aus den beiden Kanten
des Polygons mit Ecke s. Nehmen wir also per Induktion an, der kiirzeste
Pfad von s zu v; 1 und v; 2 sei bekannt. Die Gestalt der Pfade 7 (s, v; 1) und
7(s,v;2) ist in Abbildung ?? dargestellt: nach einem eventuellen gemeinsamen
Teil vom Startpunkt s bilden sie einen Trichter mit der Diagonalen d; als
Oberseite.

Sei 0.B.d. A. v;41,1 = v;1. Zu berechnen ist also der kiirzeste Weg von
s nach v;y12. Dazu starte in v; o und suche die Wand des alten Trichters
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71'(3, ”Ui72) Vi,2
d;
s i
Trichter Tangente zu
(funnel) Vit 2
K3 9
7(s,vi1)
dit1
Vi1 = Vit1,1 Vit1,2

Abbildung 1.21: Trichter.

gegen den Uhrzeigersinn nach einem Tangentenpunkt von v;412 ab. Diese
Tangente gehort zum kiirzesten Weg von s nach v;41,2. Dabei durchlaufene
Kanten fallen entweder weg oder gehoren zu einem gemeinsamen Stiick des
neuen Trichters und werden nie wieder besucht, so daf} sich eine Laufzeit von
O(n) firr die Bestimmung des kiirzesten Weges von s nach ¢ in P’ ergibt.
Damit haben wir folgendes Theorem gezeigt, vgl. Algorithmus ?77:

Theorem 1.11 (Lee, Preparata, 1984)
Der kiirzeste Pfad zwischen zwei Punkten in einem einfachen Polygon kann
in Zeit O(n) und Platz O(n) bestimmt werden. [?]

Algorithmus 1.4 Kiirzester Pfad in einem Polgyon (Lee, Preparata)

e Berechne Triangulation 7" und dualen Graphen T* des Polygons P.
O(n)

e Bestimme die Dreiecke Ds und Dy die s bzw. ¢ enthalten. O(n)

e Bestimme das Teilpolygon P’, das nur Dreiecke lings des Pfades von
Dg nach D; in T* enthélt (Tiefensuche). O(n)

e Bestimme induktiv die Kiirzesten m(s,v;1) und 7(s,vi2), 1 <i < n
von s zu den Endpunkten v; 1 und v; o der Diagonale d;. O(n)

1.2.2 Der Algorithmus von Guibas und Hershberger

Das FErgebnis von Lee und Preparata 148t sich verbessern; wir bendtigen
dazu folgendes Theorem:
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Theorem 1.12 (Cutting—Theorem, Chazelle, 1982)

Sei T eine Triangulation eines einfachen Polygons P, dann existiert eine
Diagonale d € T, so dafy auf jeder Seite von d mindestens § — 1 Dreiecke

liegen.

[

Beweis. Ubungsaufgabe. Hinweis: Man nutze die Tatsache aus, daf8 der

duale Graph von T ein Baum ist.

N 4 54 )M
O 44
p 33 2.2 L
Uss K
3.4 v
R S
Pt 47 g 32
T
Q g 3
1 6.1
¢ I
4.3 2.1
4.2E F B
3.1 5.1
05_2 41 A

Abbildung 1.22: Balancierte hierarchische Triangulation.

2.1 2.2
3.1 3.2 3.3
4.1 4.2 4.3 4.4 4.5 P 4.6

5.1 52 E F G 5.3 K54 N O Q 5.5
A B C D 6.1 g L M R S

T

H I A

G

Abbildung 1.23: Baum der balancierten hierarchischen Triangulation.

|

Durch iterierte Anwendung von Theorem 77 auf die Teilpolygone zu
beiden Seiten von d entsteht eine balancierte, hierarchische Zerlegung von P
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in Dreiecke, vgl. Abbildung ??. Diese Zerlegung 148t sich in einem Bindrbaum
T darstellen, dessen Knoten den Diagonalen in T  entsprechen, vgl. Abbildung ?7.
Die Wurzel von T entspricht also der Diagonalen, die P in P; und P»
unterteilt, die Kinder der Wurzel sind die Diagonalen der Zerlegungen von
P, und P, etc. Bezeichnet P(d) das Subpolygon, das von der Diagonalen
d unterteilt wird, so entspricht jedem Knoten in 7" ein Subpolygon P(d)
von P; die Wurzel von T entspricht P, die Blédtter von T den Dreiecken
der Triangulation von P. Diese Subpolygone werden von Kanten von P und
Diagonalen berandet.

Zur Illustration des Zusammenhangs zwischen den Pfaden in der Triangulation
T und den Pfaden im Baum T betrachten wir den Pfad von Dreieck P nach
Dreieck M in Abbildung 77 und vergleichen die in T iiberquerten Diagonalen
mit den in 7" durchlaufenen Knoten:

T 33 45 22 34 55 46 1 43 6.1 53 32 44
T 3.3 2.2 1 2.1 32 44 54

39 2.1

3.2

Abbildung 1.24: Subpolygon P(d43) und Abkiirzungen in G.

Zu beobachten ist, dafl der Pfad in T im
allgemeinen kiirzer ist — da der Baum balanciert d
ist, ist die Lénge des Pfades O(logn) —, jedoch
enthélt er Knoten, die Diagonalen entsprechen,
die vom Pfad im Polygon nicht {iberquert werden,
wie die Knoten 2.1 und 5.4 im obigen Beispiel. P(d)
5.4 ist dabei nur ein “falsches” Endstiick, Probleme bereitet 2.1. Abhilfe
schafft die Bereitstellung von Abkiirzungen in T: kiirzeste Pfade, die ein
Subpolygon P(d) passieren, passieren ein Paar von Diagonalen di,ds, die
auf dem Rand von P(d) liegen. Um diese Paare systematisch zu erfassen,
werden beim Einfiigen der Diagonalen d in T zusitzliche Zeiger von d auf
alle dlteren Diagonalen, die das von d geteilte Polygon P(d) beranden,
hinzugefiigt, siehe obige Abbildung. Wird im Beispiel von oben der Knoten
4.3 eingefiigt, so werden die zusétzlichen Zeiger von 4.3 auf die Knoten 1 und
2.1 aufgenommen; mit dem Knoten 3.2 ist 4.3 schon in T verbunden, siehe
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Abbildung ??. So entsteht aus dem Hierarchiebaum? 7' der Triangulation T’
der Schichtengraph G, mit folgenden Eigenschaften:

Lemma 1.13 FEigenschaften von G-
(i) Der Weg zwischen zwei beliebigen Dreiecken inT ergibt sich durch Konkatenation
von O(logn) vielen Kanten im Graphen G.

(ii) Diese Kanten lassen sich in Zeit O(logn) in G bestimmen.

(iii) Die Grife von G ist O(n).

Beweis.
(1) Sei 7* der Weg im dualen Graphen 7. Betrachte die von 7* iiberquerten
Diagonalen der Triangulation und ihre Tiefe (Schicht) in 7"

Wir konstruieren einen Pfad 7’ = dy,ds, ..., d;, diy1, - .., dest, - - -, dj aus
7*. 7’ ensteht aus 7* durch Streichen von Diagonalen. Es soll gelten, dass
zwischen zwei Diagonalen d; und dj;q in 7 keine Diagonale exestiert mit
Tiefe kleiner als d;. Jedoch soll d;4; eine kleinere Tiefe haben als d;. Bis dg,st
wird so die Tiefe immer geringer und ab dg,s; entsprechend wieder grofer. 7/
entsteht aus einem Durchlauf von d; nach dg., bei dem die minimale Tiefe
festgehalten wird und alle Diagonalen verworfen werden, die tiefer liegen als
das bisherige Minimum, entsprechend fiir den Weg von dj nach dgygt-

*
m —dl...dQ...dg...dg+1... dﬁrst ...dl+2...dk
\ P o
. . . . kleinste . .
tiefer als tiefer als tiefer als  tiefer als Ticfe tiefer als tiefer als

Im Beispiel ergibt sich also fiir den Weg von Dreieck P nach Dreieck M
der Pfad # =33 2.2 1 32 4.4.

7’ besteht bis dg.; aus Kanten mit strikt abnehmender Tiefe, ab dgt
aus Kanten mit strikt zunehmender Tiefe, also kénnen nur O(logn) viele
Kanten in 7’ liegen.

Beh.: Im Baum 7T ist d;+1 Vorfahre von d;, und im Graphen G sind d;, dit1
mit einer Kante verbunden.

Bew.:

Unmittelbar nach dem Einfiigen von d; disn

d; in die hierarchische Triangulation

sind d; und d; 11 lings 7’ direkt benachbart, T

denn die Diagonalen auf 7’ zwischen d; p
(dit1)

und d; 41 sind noch nicht eingefiigt

= d; g P (di+1)

= in T ist d; im Teilbaum mit Wurzel d;;; enthalten, d. h. d;
ist Vorgéinger von d;.

AuBerdem ist d;11 C OP(d;), also sind d;, d; 41 in G verbunden. O

"Nicht zu verwechseln mit dem dualen Graph 7!
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(ii) Seien d; und d,, die erste bzw. letzte Diagonale auf dem Weg vom Start
zum Ziel in T. Sei dg. der tiefste gemeinsame Vorfahre in T von d; und
dy. Dieser 148t sich in Zeit O(logn) bestimmen, da T balanciert ist.

Laufe in 7" von dy aufwiirts nach dgrst und teste fiir jeden Knoten mit
Diagonale d auf dem Weg in T, ob d in der Triangulation T' zwischen d; und
diivst liegt. Falls ja, nimm die letzte Kante zu d in G in den Weg auf (d.h.
die Kante vom aktuellen Knoten zu dem Knoten, in dem zuletzt eine Kante
aufgenommen wurde). Verfahre ebenso fiir d,,, bis dgs riickwiirts.

Um diesen Test durchfiihren zu kénnen, betrachte die Kanten des dualen
Graphen T* und zeichne einen inneren Knoten als Wurzel aus.® Offenbar
liegt die Diagonale d genau dann auf dem Pfad von d; nach dg.q, wenn
die Kante d in T* mit Wurzel w Vorgénger von genau einer der beiden
Kanten d; oder dgyg ist. Vergleiche hierzu d € {j, k,1} in Abbildung ??. Die
Diagonale j ist weder Vorgénger von di noch von dy;.s. Die Diagonale k ist
Vorgénger von d; und [ ist Vorgénger von beiden Diagonalen di, d iyt

dm

dfirst

di

Abbildung 1.25: Diagonalen j, k,1,d1,dfirse im dualen Baum 7™ mit Wurzel w.

Identifiziere nun jede Kante d mit ihrem “unteren”, d.h. von der Wurzel
w weiter entfernten Knoten 6(d).

Kanten — Knoten \ {w}

bijektiv
d: Kante d von T* +—— Knoten 6(d) der weiter von w entfernt ist.

Es gilt:

V Kanten d,d’ : d ist Vorgénger von d' <= §(d) ist Vorgéinger von 6(d’).

8Zur Erinnerung: In T* entsprechen die Kanten den Diagonalen der Triangulation; im
Gegensatz zu T', wo die Knoten den Diagonalen entsprechen!
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10/7
7/5
5/3 / 11/8
6/2 oo
» 2/6 8/13 13/10
4/1 122 12/12
14/11
15/21
20,20
22/19 16/17
18/14

21/18 19/16 17/15

Abbildung 1.26: Pri— und Postorderdurchlauf.

Algorithmus 1.5 Schneller Test auf Vorgéngerrelation im Baum

Preprocessing:
Durchlaufe T einmal in Pridorder und einmal in Postorder und be-
schrifte jeden Knoten a mit seinen Werten pre(a) und post(a).

O(n)
Nun gilt:

a ist Vorgénger von b <= pre(a) < pre(b) A post(a) > post(b)

Damit reduziert sich das Problem auf folgende Frage: Wie entscheidet
man schnell fiir zwei Knoten a,b eines Baumes T* mit Wurzel w, ob a
Vorgénger von b ist. Dies kann wie in Algorithmus 77 beschrieben nach einem
Preprocessing in Zeit O(n) fiir jedes Knotenpaar in Zeit O(1) entschieden
werden.

(iii) Beim Einfiigen berandet jede Diagonale zu jedem Zeitpunkt genau
zwei Teilpolygone. Daraus folgt, dafl von jedem Knoten in G maximal zwei
Kanten zu jeder tieferen Schicht fithren. Weiter ist die Anzahl der Schichten
unterhalb von d gleich der Héhe h von d in T. Der Teilbaum von d in 7

h ..
enthélt wegen der Balancierung mindestens (%) Bldtter (Ubungsaufgabe).

h
Da die Teilbdume disjunkt sind, kann es hdchstens ﬁ = (%) n solcher
3

Knoten der Hohe h geben. Also gilt:

logz n
2

~ 2h
G|l <2 Hohe von d < 2 h() n € 0O(n),
Gl<2y > a3 (n)
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da die Reihe . hX" fiir X < 1 den Konvergenzradius 1 hat. O
h

Wir wissen nun, daf3 jeder Pfad in P zwischen zwei Punkten nur eine
logarithmische Anzahl von Subpolygonen passiert. Anstatt Wege der Lange
O(n) im dualen Graphen der Triangulation zu suchen, kénnen wir also Wege
der Lénge O(logn) in G betrachten und daraus mit Hilfe vorab berechneter
Informationen den kiirzesten Weg ableiten.

Dazu benutzen wir “Sanduhren”, eine Verallgemeinerung der Trichter
(Abbildung ??) ohne festen Startpunkt, als Struktur zur Reprisentation
aller kiirzesten Wege zwischen zwei Diagonalen. Mit jeder Kante in G ist eine
Sanduhr verbunden. Durch Konkatenation der Sanduhren aller Diagonalen
entlang eines Weges 7’ in G erhilt man eine Représentation aller kiirzesten
Wege zwischen den gewiinschten Diagonalen.

a c
d
! 7(a,c)
da
b (b, d)
d
Offen
c
¢ f
do
dy
e
b d
Geschlossen

Abbildung 1.27: Offene und geschlossene Sanduhr zwischen d; = ab und dy = cd.

Eine Sanduhr zwischen zwei Diagonalen d; = ab und dy = ¢d — a, ¢, d,b
seien Eckpunkte von P im Uhrzeigersinn — wird von den beiden Diagonalen
und den kiirzesten Pfaden 7(a,c) und 7(b,d) berandet, vgl. Abbildung ?7.
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Wir nennen eine Sanduhr geschlossen, falls m(a,c) und 7(b,d) gemeinsame
Segmente haben. In diesem Fall besteht die Sanduhr aus zwei Trichtern mit
einer polygonalen Kette zwischen den Trichteréffinungen e und f. Ansonsten
nennen wir die Sanduhr offen. Offene Sanduhren werden von zwei konvexen,
polygonalen Ketten berandet, und die Diagonalen d; und ds sind gegenseitig
sichtbar, d. h. es existiert ein Liniensegment gh mit g € d; und h € ds.

Uber die Komplexitét der Sanduhren gibt folgendes Lemma Auskunft:
Lemma 1.14 Die Gesamtkomplexitit aller Sanduhren liegt in O(n).

Beweis. Die Komplexitét einer Sanduhr S(d;,d;) hingt von der Hohe h
der in T tieferen Diagonalen ab. Sei d; die tiefere Diagonale, dann laft
sich die Komplexitét der Sanduhr S(d;,d;) durch die Anzahl der Knoten
unterhalb d; abschitzen, also durch (Héhe von d;)?. Da wir beim Einfiigen
der Diagonalen d; den Knoten d; in G mit den benachbarten Diagonalen
verbinden, gibt es 2 Sanduhren, in denen d; der tiefere Knoten ist. Analog

h
zu Lemma ?7?(iii) gibt es (%) n Knoten der Hohe h. Insgesamt erhalten
wir:

logz n
2
2 Z(the vond)? < 2 Z (#Knoten der Hohe h) - h?
Diagonale d h=1
logz n
< 2 i <2>h h% = 2nC € O(n)
n -] - =
< 3 n n
h=1
O
a c
s
D
D,
W T(pr(a.e))
T(w(a,c),m(b,d)) d
b T(g,m(b,d))
Dy
4 t

d
Abbildung 1.28: Kiirzester Pfad in offener Sanduhr.

Fiir den kiirzesten Pfad zwischen zwei gegebenen Anfragepunkten p € dy
und ¢ € dy sind folgende Fille zu betrachten:
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e Im geschlossenen Fall besteht 7(p, ¢) aus der Konkatenation der Kiirzesten
7(p, e), der polygonalen Kette (e, f) und 7 (f,q).

e Ist die Sanduhr offen, sind folgende Félle zu betrachten:

— Sind p und ¢ gegenseitig sichtbar, so ist 7(p, q) = Pq.

— Andernfalls betrachte £ = {75 |r € dj,s €da }. Wenn ein £ € £
existiert, so dafl p und ¢ auf derselben Seite von ¢ liegen (o.E.
auf der Seite von b und d), so besteht 7(p,q) aus der Tangente
von p an 7(b,d), der Tangente von g an 7(b,d) und dem Stiick
von 7 (b, d), das beide Tangentenendpunkte verbindet. Die Menge
£ dient dabei nur der Anschauung, natiirlich kénnen nicht alle
Liniensegmente explizit berechnet werden. Die Lage von p und ¢
188t sich auch durch sukzessive Tangentenbildung bestimmen.

— Wenn jedes ¢ € £ zwischen p und q liegt — o. E. liege p auf der
Seite von a, q auf der Seite von d — setzt sich 7(p, ¢) zusammen
aus der Tangente von p an 7(a, ¢), der Tangente von ¢ an 7 (b, d),
der gemeinsamen Tangente zwischen 7(a, c) und 7(b,d) und den
Teilen von 7(a, ¢) und 7 (b, d), die die Tangentenendpunkte verbinden,
siehe Abbildung ?7?.

Analog lassen sich kiirzeste Wege zwischen zwei Punkten s € D; und
t € Dy finden, die in den dy und do aufgesetzten Dreiecken Dy und Do
liegen.

Damit reduziert sich die Bestimmung
kiirzester Wege zwischen Punkten in Tangentenpunkt
dj und dgy oder in den angrenzenden
Dreiecken auf die Berechnung eines
Tangentenpunktes auf konvexen Ketten.
Dies 148t sich mit bindrer Suche in Zeit O(logn) ldsen; ein Verfahren,

das auch bei der Konstruktion der konvexen Hiille benutzt wird, siehe
Abbildung ?77.

Konvexe Kette

P
Py Pr !
g
Py Ps Py Ps

Py
d e P P

Abbildung 1.29: Speicherung einer Sanduhr in einem binéren Baum.
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Fine entscheidende Eigenschaft der Sanduhren ist, daf sie sich in logarithmischer
Zeit konkatenieren lassen. Dabei sind einige Fallunterscheidungen zu treffen
und Details zu beachten, z. B. kann die Konkatenation zweier offener Sanduhren
geschlossen sein. Fiir Details sei hier auf die Arbeit von Guibas und Hershberger
[?] verwiesen. Es gilt:

Lemma 1.15 Fine Sanduhr zwischen zwei Diagonalen d; und d; werde
von m;; Dreiecken der Triangulation iiberdeckt. Es existiert eine Daten-
struktur zur Speicherung der Sanduhren S(d;,d;), die folgende Operationen
unterstitzt:
(i) Entfernung zwischen zwei Punkten in D; und Dj in Zeit O(log m;).
(11) Kiirzeste zwischen zwei Punkten in D; und D; in Zeit O(log m;j + k).
(11i) Zusammensetzen zweter Sanduhren S(d;, d;) und S(d;, d;) zu einer Sand-
uhr S(d;, dg) in Zeit und zusdtzlichem Platz O(logmi; + log mjg).

Zusammenfassend erhalten wir Algorithmus ?? und folgendes Theorem:

Theorem 1.16 (Guibas, Hershberger, 1987)

Zu einem Polygon P mit n Ecken kann nach Triangulation und Vorbereitungszeit
O(n) zwischen zwei beliebigen Punkten a und b im Inneren von P die Entfernung
in Zeit O(logn) und ein kiirzester Pfad in Zeit O(log n+k) bestimmt werden,
wobei k die Anzahl der Segmente auf dem kiirzesten Pfad ist. Der Speicherbedarf
liegt in O(n). [2,?]

Eine einfachere Datenstruktur fiir Sanduhren findet sich in [?]. Offen ist
die Frage, ob sich kiirzeste Wege im Polygon in Zeit O(n) ohne Triangulation
berechnen lassen.
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Algorithmus 1.6 Kiirzeste Pfade in einem Polygon (Guibas, Hershberger)

Vorbereitungsphase:

Berechne Triangulation T, dualen Graphen T, hierarchische
Triangulation 7" und Schichtengraph G.

Bestimme Pri— und Postorderbeschriftungen der Knoten in 7.
Berechne fiir jede Kante (d;, d;) in G die Sanduhr S(d;, d;).

Baue eine Suchstruktur auf, um Punkte schnell in den Dreiecken
lokalisieren zu kénnen (Point-Location).

Bereite den Graphen G fiir Pfadsuche vor.
Zeit und Platz O(n)

Anfrage fiir Punkte p, ¢:

Bestimme die Dreiecke D, und D,,. O(logn)
Bestimme in G den Pfad zwischen den Diagonalen d;, und dy:

— Finde tiefsten gemeinsamen Vorfahren dg,st

— Betrachte Pfad 7 von D) nach D, in T
Teste fiir jede Diagonale d in 74, ob d zwischen D, und D,
in T liegt. Dies ist dann der Fall, wenn d Vorginger von
entweder Dy, oder Dy in T™ ist.

Liefert Pfad ms mit Lange O(logn) in Zeit O(logn)

e Konstruiere S(dp, d;) aus den Sanduhren ldngs des Pfades 74 von

D,, nach D, im Graphen G. O(log?n)
Durch Berechnung zusétzlicher Sanduhren im voraus in Zeit und
Platz O(n) auch dies auch moglich in Zeit O(logn)

e Bestimme die Kiirzeste von p nach ¢ mit Hilfe von S(d,, dy).

O(logn + k)
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1.2.3 Anwendung: Berechnung des geoditischen Durchmessers

'/Tmax

Abbildung 1.30: Ein Polygon und sein geodétischer Durchmesser.

Eine Anwendung von kiirzesten Pfaden im Inneren eines Polygons ist die
Bestimmung des geodétischen Durchmessers, der im Bereich der Muster-
erkennung eine Rolle spielt; Abbildung 7?7 zeigt ein Polygon mit seinem
geodétischem Durchmesser.

Definition 1.17 Der geodétische Durchmesser 7.« eines Polygons P ist
der léngste kiirzeste Pfad zwischen zwei Ecken im Inneren von P:

= d(pi, pi).
Tmax Di,Pj Ercrligg(von P <p“ pj)
Dabei bezeichnet d(p;, p;) den geodétischen Abstand von p; und p;: die
Lénge des kiirzesten Pfades von p; nach p;.

Ein naiver Ansatz wire, fiir jedes Paar (p;, pj) den geoditischen Abstand
d(ps, pj) nach Theorem ?? in Zeit O(logn) und Vorbereitungszeit O(n) zu
berechnen und dann das Maximum dieser Abstidnde zu bestimmen; damit
konnten wir den geoditischen Durchmesser in Zeit O(n?logn) berechnen.

Auch hier 148t sich mehr erreichen, die folgenden beiden Ideen gehen auf
Aggarwal, Klawe, Moran, Shor und Wilber (1986) zuriick. [?]

1. Idee:

Nutze aus, daf die paarweisen Abstande d(p;, p;) nicht voneinander unabhéngig

sind. Konkret gilt fiir alle Ecken p;, p;, pe, Pm, die in dieser Reihenfolge auf
dem Rand des Polygons liegen:

d(pi, pm) + d(pj, pe) < d(pi, pe) + AP, Pm)-
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De

Dies folgt aus den Dreiecksungleichungen

d(pzapm) < d(pu ) + d(Qapm) und Pm q pj
d(pj, pe) < d(pj, q) + d(g, p) mit

d(pj, pm) = d(pj, q) + d(¢; pm) und

d(pi, pe) = d(pi, ) + d(g, pe). pi

Seien pi,p2,...,pn die Ecken des Polygons gegen den Uhrzeigersinn.
Definiere eine n x n Matrix A = (a;¢) durch:

- —n furl<e<ij
YT\ d@6,0) firi+l1<l<n

Dabei sei d(7, ) := d(p;,p;j). Die Matrix A besteht im oberen Dreieck aus
Pfadldngen, im unteren Dreieck aus negativem Fiillwerk.

1 2 3 n—1
1 1-n|d(1,2) d4d(1,3) ... d(l,n—1) d(1,n)
2 | 1-n 2-n |d(23) d2,n—1)  d(2,n)
3 l-n 2-n d3,n—1) d(3,n)
n-1| 1-n 2—-n 3-n ... d(n—1,n)
n l-n 2-n 3-n ... 0

Definition 1.18 Eine n x m-Matrix A = (a;¢) heifit monoton, falls

Vi<i<ji<n,1<k<l<m:(ar <aip=ajp<aj).
Anschaulich:

k l
1 Qi < Ay
\
J ajr < e

Bemerkung. Sei A eine monotone Matrix. Dann gilt: je tiefer die Zeile,
desto weiter rechts liegt das linkeste Zeilenmaximum.

So kann in folgender monotonen Matrix das Maximum der dritten Zeile
nicht links von der vierten Spalte stehen — dem Maximum der zweiten Zeile.

543 2 10
17 3 [9] 48
46 5 (8] 89
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< 4 < < j

(i) (i) (ii) (iv)
Abbildung 1.31: Fallunterscheidung nach Lage von A in T

Lemma 1.19 Die oben definierte Matriz A ist monoton.

Beweis.

Sei T = (Z;i Z;Z) = (ZZ) mit i < j,¢ < m eine Untermatrix von A. Je
nach Lage von T in A unterscheiden wir folgende Fille, siche Abbildung ?7:
In Fall (i) liegt T" unterhalb der Treppe, in diesem Fall—und ebenso in den
Féllen (ii) bis (iv) gilt ¢ < d.

Als einzig interessanter Fall bleibt (v). In diesem Fall folgt aus der
Definition der Matrix A: i < j < £ < m. Die Ungleichung j < [ gilt,
da sich a;; oberhalb der Diagonalen der Matrix befindet. Insgesamt folgt
aus den Annahmen i < j,I < m,dass 1 < i < j <l < m < n gilt
und sich somit die Punkte 4, j,{,m in dieser Reihenfolge auf dem Rand
des Polygons befinden. Fiir die Knoten auf dem Rand des Polygons gilt
deshalb d(i,m) 4+ d(j,¢) < d(i,¢) + d(j,m), aus d(i,£) < d(i,m) folgt also
d(y,¢) < d(j,m).

O

2. Idee:

Theorem 1.20 Sei A eine monotone n X m-Matriz, n < m. Dann [t
sich das mazimale Element in Zeit O(m).

Beweis. Berechne mit Algorithmus ?7 fiir jede Zeile ¢ das am weitesten links
stehende Maximum max(i). Die Anzahl der Vergleiche in Algorithmus ??
ist dabei beschrénkt durch das Maximum der Anzahl Zeilen (Anzahl der
Elemente auf der Diagonalen) und dem der Anzahl der Spalten (maximale
Anzahl der Spaltenstreichungen), also m.

Damit ist nur noch die Laufzeit von Algorithmus 7?7 zu bestimmen: Sei
T'(n) die Anzahl der Zugriffe auf Matrixelemente der Prozedur Zeilenmaxima.
Sei n = 2

T(n) < T(Z>+C-n+0(m)
< T<Z>+C‘Z+C-n+0(m)

IN
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1 1 1
€ O(n+m)
e O(m)

a

Bemerkung: Im ersten Rekursionsschritt entsehen O(m) Kosten fiir die Spaltenreduktion
zu einer quadratischen Matrix. In den weiteren Rekursionsschritten sind die
Kosten der Spaltenreduktion in der Konstante C enthalten. Analog ent-
stehen am Ende einmalig zuséitzlich O(m) Kosten fiir die Berechnung der
Maxima der ungeraden Zeilen.

Da wir nach Theorem ?? die Zeilenmaxima in Zeit O(m) bestimmen konnen,
folgt direkt, dass wir nur O(m) Matrixelemente miteinander vergleichen
missen.

Mit Theorem 7?7 koénnen wir zu einer gegebenen Matrix schnell das maximale
Element ausrechnen. Allerdings wiirde es uns schon Zeit O(n?) kosten, die
Matrix A aufzustellen! Hier hilft uns die Tatsache, dafl wir gar nicht alle
O(n?) Eintrige der Matrix brauchen, sondern mit O(n) Vergleichen auskommen.
Wir berechnen die Matrix A also nicht explizit, sondern die bendtigten
Matrixelemente erst dann, wenn sie gebraucht werden. Damit gilt:

Theorem 1.21 Der geoditische Durchmesser eines einfachen Polygons
mit n Ecken laf$t sich in Zeit O(nlogn) bestimmen. Es lifit sich sogar fiir
jede FEcke der am weitesten entfernte Partner in dieser Zeit
feststellen. [?]

Durch bessere Kombination von Matrixsuche und Kiirzestenbestimmung
ist dies sogar in Zeit O(n) moglich (Hershberger, Suri, 1993, [?, ?]).
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Algorithmus 1.7 Spaltenreduktion

Input: monotone n x m-Matrix A, n < m.

Output: monotone n x n-Matrix A’ mit denselben Zeilenmaxima wie A;
aus der Position von max(i) in A’ ist max(¢) in A rekonstruierbar.

Beginnend mit a1 teste, ob a;; < a; 41 ist. Ist dies der Fall, streiche die i-te
Spalte, da die Elemente der i-ten Spalte wegen der Monotonieeigenschaft
keine Zeilenmaxima mehr sein konnen. Vergleiche dann a;—1;-1 mit
;7171. = @j—1,+1 usw. Ist a;; > a; i1, inkrementiere i; vergleiche also als
néchstes a;41,;41 mit a; 142

[0

Lautet die Antwort fiir alle Elemente auf der Diagonalen “nein”, so sind
alle Elemente der m-ten Spalte grofler gleich den Elementen der Spalte
(n+ 1), also kénnen wir die (n + 1)-ten Spalte streichen und mit dem Test

?
App < Qpnt2 fortfahren.

Als Output erhalten wir eine quadratische Matrix mit der Eigenschaft, dass
die Elemente rechts von der Diagonalen in jeder Zeile eine monoton fallende
Folge bilden, d.h. Qg5 > Q541 Vj > 1.

Algorithmus 1.8 Zeilenmaxima

Input: monotone n x m-Matrix B, n <m

Output: alle linkesten Zeilenmaxima max(i),1 <i <n

o (C := alle Zeilen von B mit geradem Zeilenindex; O(n)
e (' := Spaltenreduktion(C); O(m)
e Zeilenmaxima(C’); /* C"ist § x Z-Matrix */ T(%)
e Rekonstruiere Zeilenmaxima von C /* = gerade Zeilen von B

*/
O(n)

e Berechne die Maxima der ungeraden Zeilen von B:
Wegen Bemerkung nach Definition ?? liegt max(2i + 1) zwischen
den Spalten, in denen max(2i) und max(2i + 2) liegen. Da sich die
Intervalle, in denen nach den Maxima der ungeraden Zeilen gesucht
werden muf, nicht iiberlappen, ist dies moglich in Zeit O(m)
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?
ayl1 <ai2...

ja

1. Spalte
streichen

ail > ai2 > a3

a2 > a3

ai1 > aiz2 a3
?

nein a1 az,2 < az,3
ja nein
2. Spalte streichen,

fahre mit
ai < daps fort

a1l > ai2 > ais ai,a
i
a2 2> a3 az.4
?
> a4 a1s a3,3 < a3.4
i
> a4 a2 nein o
2 J
as,3 > az4  a3s
? .
as4 < ass 3. Spalte strglchen7
usw. fal.;re mit

az2 < a4 fort

Abbildung 1.32: Spaltenreduktion.
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1.2.4 Shortest Watchman Routes

Eine andere Anwendung von kiirzesten Pfaden innerhalb eines Polygons ist
die Berechnung der kiirzesten Wichterroute oder Shortest Watchman Route
(SWR). Gesucht ist der kiirzeste Weg in einem Polygon, den ein Wachmann
oder Roboter mit unbeschréankter Sicht gehen kann und auf dem Weg jeden
Punkt in dem Polygon mindestens einmal sieht.” Eine Route ist stets ein
geschlossener Weg, d. h. der Roboter kehrt zum Startpunkt zurtick. Bei der
einfacheren Variante des Shortest Watchman Problems ist der Startpunkt
des Roboters und damit der Route gegeben, bei der schwierigeren Variante
sucht man die kiirzeste Route, die in einem beliebigen Punkt des Polygons
startet. Ebenfalls schwieriger zu berechnen als eine SWR ist eine Shortest
Watchman Tour, also ein Pfad, der jeden Punkt im Polygon einmal sieht,
jedoch nicht zum Startpunkt zuriickkehrt. Das Shortest Watchman Problem
wurde 1986 von Chin und Ntafos vorgestellt [?]. Seitdem wurden zahlreiche
Arbeiten zur Berechnung der SWR veroffentlicht, von denen sich jedoch
viele als fehlerhaft herausgestellt haben oder bzgl. der Laufzeit verbessert
wurden, siehe z. B. [?,?, 7, 2,7, 7, 7]

Abbildung 1.33: Die Berechnung einer SWR, liefert eine Besuchsreihenfolge der
Punkte.

Im allgemeinen ist die Berechnung einer SWR schwierig:'°

Theorem 1.22 (Chin, Ntafos, 1986)
Die Berechnung einer Shortest Watchman Route in einer Szene mit polygonalen
Hindernissen (Polygon mit Lochern) ist NP-hard. [, 7]

Beweis. In Polygonen mit Lochern 1d8t sich das Traveling Salesman Problem
auf das Shortest Watchman Problem reduzieren: die Bestimmung der kiirzesten
Besuchsreihenfolge der polygonalen Licher entspricht dem TSP. Wir umgeben
alle Punkte aus der Eingabe fiir das TSP mit einem Hindernis, das die
Sicht auf alle anderen Punkte abschneidet, siehe Abbildung ??. Jedes dieser

9Ein Weg 7 sieht das gesamte Polygon P :< zu jedem Punkt p € P existiert ein Punkt
p’ € m, so dafl das Liniensegment pp’ vollstindig in P liegt.
1071 den Begriffen NP-hard und NP-vollstindig siehe Anhang.
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Hindernisse hat O(1) Kanten und die Konstruktion der gesamten Szene ist
in Zeit O(n) moglich. Eine Losung fiir das Shortest Watchman Problem in
dieser Szene liefert eine kiirzeste Besuchsreihenfolge der Punkte und damit
eine Losung fiir das TSP. O

Wir beschrianken uns daher auf einfache Polygone, d. h. Polygone ohne Selbstschnitte
und Locher, und auch in dieser Klasse von Polygonen zunéchst nur auf zwei
Spezialfille, siche Abbildung ?7.

(i) (i) (iif)

Abbildung 1.34: (i) X-monotones Polygon, (ii) nicht-monotones Polygon, (iii)
rechtwinkliges Polygon.

Definition 1.23 FEin Polygon P heifit monoton, wenn eine Gerade ¢
existiert, so dafB fiir jede zu ¢ orthogonale Gerade ¢ der Schnitt von P
mit ¢ zusammenhingend ist, d.h. der Schnitt ist ein Liniensegment, ein
Punkt oder leer. Ist die Gerade ¢ eine Parallele zur Y—Achse, so heiit P
y—monoton.

P heifit rechtwinklig, wenn jeder innere Winkel 90° oder 270° betrégt.

Den einfachsten Fall stellen rechtwinklige, monotone Polygone dar:

Theorem 1.24 (Chin, Ntafos, 1986)
In einem rechtwinkligen, monotonen Polygon kann die Shortest Watchman
Route in Zeit O(n) berechnet werden. [?,?]

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Auch in rechtwinkligen, nicht—monotonen Polygonen kann die SWR. recht
einfach berechnet werden. Wir brauchen dazu einige Begriffe, die wir gleich
fiir allgemeine — d. h. nicht-rechtwinklige — Polygone einfiihren.

Definition 1.25 Die Verlingerungen der Kanten von reflexen Ecken'!
in das Polygon hinein sind die Cuts des Polygons. Von den beiden Cuts
einer reflexen Ecke ist nur einer interessant, ndmlich derjenige, der bzgl. des
Startpunktes s die Sicht blockiert.'> Wir nennen diese Cuts notwendige

"Polygonecke, deren Innenwinkel > 7 ist.
12 Anschaulich der Cut, den wir iiberschreiten miissen, um hinter die Ecke schauen zu
konnen.
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Abbildung 1.35: Polygon mit notwendigen Cuts (gepunktet), wesentlichen Cuts
(gestrichelt) und Shortest Watchman Route.

Cuts. Ein Cut ¢; dominiert einen Cut ¢y, wenn jeder Weg von s zu ¢; den
Cut ¢ schneidet. Notwendige Cuts, die von keinem anderen notwendigen
Cut dominiert werden, heiflen wesentliche Cuts.

Ein Cut ¢; teilt das Polygon in zwei Teile. Die zu ¢; gehérende Tasche P,
ist der Teil, der den Startpunkt s nicht enthélt. Damit konnen wir definieren
— und man kann leicht sehen, dafl beide Definitionen dquivalent sind —,
dafl ein Cut ¢y einen anderen Cut ca dominiert, wenn P, C P, gilt.

Cuts, die von anderen dominiert werden, werden sozusagen nebenbei
exploriert und miissen nicht weiter berticksichtigt werden. Abbildung 77
zeigt ein Beispiel fiir ein Polygon mit seinen notwendigen und wesentlichen
Cuts. ¢3 und ¢4 sind nicht wesentlich, da jeder Weg zu c¢s5 iiber diese Cuts
fithrt. c5 dominiert c¢3 und c4. Die SWR (und jede andere Explorationstour)
beriihrt alle wesentlichen Cuts und die Menge der wesentlichen Cuts ist die
kleinste Menge von Cuts, die besucht werden miissen, um das ganze Polygon
zu sehen.

In einem Polygon mit gegebenem Startpunkt s kénnen wir die Cuts
entsprechend dem im Uhrzeigersinn ersten Schnittpunkt zwischen Cut und
Polygonrand ordnen, siehe Abbildung 7?7. Es gilt:

Lemma 1.26 In einem rechtwinkligen Polygon existiert stets eine SWR,
die die wesentlichen Cuts gemdf§ der Ordnung auf dem Rand besucht.

Beweis. Wir zeigen zunéchst,

dass eine SWR nie in eine C3
Tasche hineinlduft bzw. es

wird kein wesentlicher Cut
iiberschritten. Kritisch sind

nur Situationen, wo sich wesentliche
Cuts schneiden. Dies konnen

C2

C1
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bei rechtwinkeligen Polygonen maximal vier in Folge sein. Wir betrachten
die Situation mit drei Cuts in Folge. Fiir jeden Cut ¢;, i = 1,2, 3 gilt: Wenn
man den Weg in der Tasche von ¢; durch die orthogonale Projektion auf ¢;
ersetzt, werden die gleichen Cuts besucht wie vorher. Der Weg wird dabei
nur kiirzer. Daher reicht es, die Cuts ¢} = ab, ¢, = be, ¢4 = cd zu besuchen,
ohne in die Taschen zu laufen.

Eine kiirzeste Tour darf keine Selbstschnitte haben, sonst kénnte man die
Tour lokal abkiirzen. Es folgt somit, dass nur durch Besuchen der Cuts
entlang der Ordnung auf dem Rand eine schnittfreie und somit kiirzeste
Tour entsteht. O

Algorithmus 1.9 Shortest Watchman Route in einfachen Polygonen

e Bestimme die wesentlichen Cuts cy, ..., c. O(n)

e Schneide die Teile des Polygons ab, die bzgl. des Startpunktes hinter

wesentlichen Cuts liegen. O(n)
e Trianguliere das resultierende Polygon P’ O(n)
e Konstruiere P” durch “Roll-Out” von P’: O(n)

— PO geien die relevanten Dreiecke von P’ auf dem Weg im dualen
Graphen T* von s nach c¢;.

— Fiir jeden Cut ¢;, i = 2, ..., k: Erweitere PU=1) zu PO durch alle
relevanten Dreiecke entlang des Randes von P’ auf dem Weg von
ci—1 zu ¢;, gespiegelt an den Cuts ci,...,c¢;—1 und angesetzt an
Ci—1-

— Erweitere P*) zu P” wie oben durch alle relevanten Dreiecke auf
dem Weg von ¢, nach s. Dabei entsteht eine gespiegelte Kopie s’
des Zielpunktes.

e Berechne in P” den kiirzesten Weg 7 von s nach s'. O(n)

e Die SWR entsteht durch “zuriickfalten” der Liniensegmente in 7.

Lemma 77 liefert uns den Algorithmus fiir die Berechnung einer SWR:

Theorem 1.27 (Chin, Ntafos, 1986)
In einem rechtwinkligen Polygon kann die Shortest Watchman Route in Zeit
O(n) berechnet werden. [2,?]

Beweis. Algorithmus 7?7 berechnet die SWR in einem rechtwinkligen Polygon.
Abbildung 77 zeigt ein Beispiel.

Die wesentlichen Cuts lassen sich in Zeit O(n) berechnen (ohne Beweis).
Damit bleibt zu zeigen, dafi P” nicht mehr als O(n) Kanten enthélt. Dazu
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betrachten wir den zur Triangulation dualen Graphen 7™. Dem sukzessiven
Besuch der Cuts ¢y, ..., ¢, entspricht ein Depth-First Durchlauf von T*.
Jede Kante von T™ wird dabei zweimal durchlaufen. Damit wird auch jedes
Dreieck der Triangulation maximal zweimal in P” i{ibernommen und die

Anzahl der Kanten von P” liegt in O(n). O
€1 1
s
Cc3 C3
s s

C2 C2

(i) Wesentliche Cuts (ii) AuBeres abschneiden (iii) Triangulation

C2
s
c3
S/
cl
s

(iv) Roll-Out und kiirzester Weg (v) Shortest Watchman Route

Abbildung 1.36: Berechnung der SWR in einem rechtwinkligen Polygon.

Algorithmus 7?7 wire mit leichten Modifikationen bei gleicher Laufzeit
in Polygonen anwendbar, in denen sich je maximal zwei wesentliche Cuts
gegenseitig schneiden, da auch Polygone dieser Art Lemma 7?7 erfiillen. In
allgemeinen Polygonen koénnen sich allerdings mehr als zwei Cuts gegenseitig
schneiden. Wir nennen solche Mengen von Cuts eine “Corner”. In solchen
Situationen ist nicht von vornherein klar, in welcher Reihenfolge die Cuts
besucht werden.

Definition 1.28 Eine “Corner” ist eine geordnete Menge von Cuts
Ciy Ci+1,---Cj, fiir die gllt
(i) cg schneidet cxqq fir k € {i,...,7 — 1},
(ii) ¢; schneidet ¢;—1 nicht und
(iii) ¢; schneidet c¢j11 nicht.

Betrachte Abbildung ?7: die Cuts ¢, ¢, c3 und ¢4 bilden eine Corner
und die Reihenfolge der Cuts wird von der SWR nicht eingehalten: c3 wird
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Cq
C3

C2

C1

C5

Abbildung 1.37: Eine “Corner”: die Cuts c¢1, c2, ¢3 und ¢4 schneiden sich gegenseitig.

iiberschritten, bevor co erreicht wird. Die Besuchsreihenfolge der Corners ist
jedoch fest:

Lemma 1.29 Die Shortest Watchman Route besucht die Corners eines
Polygons gemdfs der Ordnung entlang des Randes.

Die von der SWR beriihrten Abschnitte der Cuts zwischen zwei Schnittpunkten

werden aktive Segmente genannt. Sind die aktiven Segmente gegeben, kann
man die SWR wie oben berechnen, das grofle Problem ist jedoch, die Menge
der aktiven Segmente zu berechnen. Erste Anséitze waren, mit einer Menge
von aktiven Segmenten eine Watchman Route R’ zu berechnen und diese
durch lokale Anpassungen, d.h. durch Austausch der aktiven Segmente, zu
verkiirzen. FEinen anderen Ansatz verfolgen Dror et. al. die die folgende
Verallgemeinerung des Shortest Watchman Problems und &hnlicher Probleme
l6sen.

Definition 1.30

(i) Beim einfachen Touring Polygon Problem (TPP) ist eine Sequenz
von einfachen, konvexen, disjunkten Polygonen P, Ps, . .., P, mit insgesamt
n Kanten, ein Startpunkt s und ein Zielpunkt ¢ gegeben. Gesucht ist
der kiirzeste Pfad m, der in s startet, in ¢ endet und alle Polygone P;
in der gegebenen Reihenfolge besucht.

(ii) Beim allgemeinen TPP verlangen wir zusétzlich, dafl die Pfade zwischen
zwei Polygonen P; und Pyy1 (1 =0,...,k; Py := s; Pyyq :=t) innerhalb
des Zaunes F; verlaufen. Ein Zaun Fj ist gegeben durch ein einfaches
Polygon, das P; und P, enthélt. Die Polygone diirfen sich iiberlappen
und nur die Fassade eines Polygons P; mufl konvex sein. Die Fassade
eines Polygons P; ist der Teil des Randes von P;, der nicht auf dem
Rand des Zaunes F;_; liegt: Fassade(P;) := 0F; \ OF;_1.
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Py
)

Abbildung 1.38: Ein Beispiel fiir das einfache Touring Polygon Problem.

Py
g
P

Py
P

Abbildung 1.39: Ein Beispiel fiir das allgemeine Touring Polygon Problem.

Beim TPP wird nicht ausgeschlossen, daf3 ein Polygon P; vor einem
Polygon P; mit j < i besucht wird, allerdings mufl das Polygon P; dann
ein weiteres mal besucht werden. Der Besuch eines Polygons P; ist erst
dann giiltig, wenn vorher alle anderen Polygone P, ... P;,_1 besucht wurden,
andernfalls gilt das Polygon nach wie vor als unbesucht. Abbildung ?7? zeigt
ein Beispiel fiir das einfache TPP, Abbildung 7?7 fiir das allgemeine TPP.
Der gestrichelte Teil des Randes von Pj ist die Fassade von Py. Beachte, daf}
P5 vor Py besucht wird, aber “gewertet” wird erst der Besuch von P5 nach
dem Besuch von Pj.

Beschrianken wir uns zunéchst auf das einfache TPP. Klar ist, dafl der
kiirzeste Weg eine polygonale Kette sein muf}, andernfalls liefle sich der Weg
verkiirzen. Die erste wichtige Idee zur Berechnung des Pfades 7 ist, lokale
Optimalitdt auszunutzen; eine Idee, die wir schon bei der Berechnung der
kiirzesten Pfade in Abschnitt 7?7 benutzt haben:

Lemma 1.31
(i) FEin Pfad m ist lokal optimal, wenn die Ecken von m auf dem Rand eines
der Polygone P; liegen. Liegt die Ecke v von 7 auf einer Polygonkante,
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(i) (i)

Abbildung 1.40: Lokale Optimalitéit: (i) bei Reflektion an einer Kante gilt o = 3,
(ii) bei Reflektion an einer Ecke liegt die Ausgangskante im Winkelbereich .

so sind die Winkel zwischen der Polygonkante und den beiden zu v
inzidenten Kanten gleich (Einfallswinkel = Ausfallswinkel, siehe Abbildung 77 (i)).
Liegt die Ecke v auf einer Polygonecke w, so liegt die ausgehende Kante
von 7 in dem Winkelbereich -y, der durch die Reflektionen r1 und ro
der eingehenden Kante an den beiden zu w inzidenten Polygonkanten
e1 und ey begrenzt wird, siche Abbildung 77 (i1)).

(ii) Fir jedes p € R? und jedes i € {1,...,k} gibt es einen eindeutigen,
lokal optimalen Pfad m;(p), der in s startet, die Polygone Py bis P; in
der gegebenen Reihenfolge besucht und in p endet. Finen solchen Pfad
nennen wir im folgenden den kiirzesten i—Pfad zu p.

(i1i) Ein lokal optimaler i—Pfad ist global optimal.

Beweis.
(i) Ist die Bedingung verletzt, wire der Pfad lokal verkiirzbar.
(ii) Dies folgt spiter aus der Konstruktion der lokal optimalen Pfade.
(iii) Folgt aus (ii).
O

Die zweite Idee ist, die Ebene in Regionen mit kombinatorisch gleichen
Pfaden einzuteilen, d.h. wir zerlegen die Ebene R? disjunkt in Regionen
R, so daf fiir alle Punkte p € R; der kiirzeste k-Pfad von p zu s {iber die
gleichen Polygonecken /Polygonkanten fiithrt bzw. an den gleichen Polygonecken /Polygonkanten
reflektiert wird. Auch diese Idee haben wir bereits in Form der Shortest
Path Map benutzt. Abbildung ?7 zeigt ein Beispiel fiir eine vollstindige
kombinatorische Shortest Path Map fiir unser Problem. Die Beschriftungen
der Regionen geben an, an welchen Kanten bzw. Ecken der Szene der kiirzeste
Weg zu s reflektiert wird. Das Problem ist, daf3 eine vollsténdige kombinatorische
Shortest Path Map in einer Szene mit k£ Polygonen und insgesamt n Ecken
eine Komplexitit von Q((n—k)2%) haben kann (Ubungsaufgabe). Andererseits
brauchen wir gar nicht die gesamte Karte zu speichern. Es reicht aus, wenn
wir fiir jedes Hindernis P; eine Karte speichern in der festgehalten wird, iiber
welche Kante bzw. Ecke von P; das letzte Segment eines kiirzesten i—Pfades
von s zu p verlauft. Die Fortsetzung des Weges von P; zu P;_1 erhalten wir
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dann durch Nachschauen in der Karte zu P,_; usw.

V4S8
€45 S
Vg
€4U3S V3Ss
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Abbildung 1.41: Vollstéindige kombinatorische Shortest Path Map.
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Abbildung 1.42: Last Step Shortest Path Map zu P;.

In einer solchen Karte gibt es zwei Klassen von Zellen: Zellen, bei denen
der kiirzeste Weg iiber P; zu s an einer Kante oder Ecke von P; gemif den
Bedingungen in Lemma ?7?(i) reflektiert wird nennen wir Reflektionszellen.
Zellen, bei denen der kiirzeste Weg iiber die Kante/Ecke hinweg fithrt nennen
wir Durchgangszellen. Wir kénnen alle Durchgangszellen zur Durchgangsregion
zusammenfassen.

Die Reflektionszellen lassen sich wiederum in zwei Klassen einteilen,
abhéngig davon, ob der kiirzeste Pfad an einer Kante oder an einer Ecke
reflektiert wird. Unsere Karte, die Last Step Shortest Path Map §;
zu P;, besteht dann aus Zellen, die von den an Polygonecken reflektierten
Eingangskanten begrenzt werden. Die Eingangskante zu einem Knoten v von
P; ist das letzte Segment des kiirzesten ¢ — 1-Pfades zu v. Damit lassen sich
die S; sukzessive aufbauen. Abbildung ?? und Abbildung ?? zeigen Beispiele
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Abbildung 1.43: Last Step Shortest Path Map zu Ps.

fiir die Last Step Shortest Path Maps &1 und S,. Abbildung ?7? zeigt ein
weiteres Beispiel. Die hell gefarbten Bereiche stellen die Durchgangsregionen
dar.

Durchgangsregion

Abbildung 1.44: Last Step Shortest Path Map zu P.

Wir bezeichnen den Teil von FP;, in dem eingehende Pfadsegmente geméf
Lemma ??(i) reflektiert werden, den Reflektionsbereich T; von P;. Gleichzeitig
ist T; der Bereich, in dem ein kiirzester i—Pfad das Polygon P; nach dem
Besuch von P, ..., P;_1 zum ersten Mal besuchen kann. Die von T; ausgehenden,
reflektierten Strahlen bezeichnen wir als den Stern R; von T;.
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Im Gegensatz zur vollstdndigen kombinatorischen Shortest Path Map
kann eine Last Step Shortest Path Map keine hohe Komplexitit haben, wie
folgendes Lemma zeigt:

Lemma 1.32
(i) T; ist zusammenhdngend.
(ii) Die Strahlen R; sind disjunkt und jeder Punkt p € R? auferhalb der
Durchgangsregion wird von genau einem Strahl von R; getroffen.
(iii) Die Komplexitit einer S; liegt in O(|F|).

Beweis.

(i) Ubungsaufgabe

(ii) Wir zeigen induktiv, daf§ die Strahlen R; disjunkt sind. Fiir S gilt
dies offensichtlich. Nehmen wir an, die Aussage gilt fiir Sy,...,S;—1.
Zu jedem Knoten v von P; 148t sich eindeutig die Region von S;_; be-
stimmen, in der v liegt. Damit ist auch der kiirzeste (i — 1)-Pfad zu v
eindeutig, insbesondere die letzte Kante dieses Pfades. Damit sind alle
letzten Kanten zu Knoten aus P; disjunkt bis auf einen gemeinsamen
Startpunkt. Es ist bekannt, daf} die Reflektionen disjunkter Liniensegmente
an einem konvexen Polygon ebenfalls disjunkt sind.

(iii) Die Kanten in S; lassen sich in zwei Klassen unterteilen: die Kanten
von T; und die Strahlen, die von den Ecken von T; ausgehen. T; ist
zusammenhingend und — da die P; disjunkt sind — Teil des Randes
von P;. Daher besteht T; aus maximal |P;| Kanten. Die von den Ecken
von T; ausgehenden Strahlen sind Teile von R; und damit disjunkt. Ihr
Beitrag zur Komplexitét von S; liegt damit ebenfalls in O(|F;).

O

Damit haben wir eine Vorstellung, wie eine Karte aussehen kann, mit
Hilfe derer wir unsere Pfade berechnen konnen. Es stellen sich nun die
Fragen, wie wir die S; effizient berechnen und wie wir aus den S; einen
kiirzesten Pfad konstruieren kénnen. Die letzte Frage beantwortet folgendes
Lemma:

Lemma 1.33 Sind fiir das einfache TPP die Last Step Shortest Path Maps
S1,82,...,S; gegeben, so kann zu allen ¢ € R? der kiirzeste i—Pfad 7;(q) in
Zeit O(k -log ) berechnet werden.

Beweis. Algorithmus ?? liefert zu einem Anfragepunkt ¢ € R? den Pfad
mi(q), Abbildung ?? zeigt einige Beispiele fiir kiirzeste i—Pfade.

Wir wissen aus Lemma 77, dafl die
Komplexitédt einer LSSPM S; in O(|F;))

liegt. Die Karte kann daher in einer Datenstruktur T;
gespeichert werden, die in Zeit O(log |P;|) U2
die Zelle liefert, in der ein Anfragepunkt vy v

liegt. Wir kénnten dazu eine Point-Location
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Abbildung 1.45: Queries beim einfachen TPP: ¢; und ¢o liegen in der Durchgangs-
region, g3 und ¢4 in einer Zelle zu einer Ecke, g5 und ¢g in der Zelle einer Kante.

Datenstruktur benutzen; es reicht jedoch, die Knoten der konvexen Kette
T; in einem Suchbaum oder Array zu speichern. Zu jedem Knoten v halten
wir die beiden von v ausgehenden Strahlen ebenfalls fest.

Durch die rekursiven Anfragen liegt die Zeit, um einen kiirzesten i—Pfad

k
zu bestimmen, in O( Y log|P;|). Diese Summe nimmt bei |P;| = % ihr
j=1

Maximum an. O

Mit Hilfe der Queries lassen sich die Last Step Shortest Path Maps recht
einfach sukzessiv konstruieren, siehe Algorithmus ??. Die Zeit zur Kon-
struktion einer einzelnen S; liegt in O(|P;|k log %), insgesamt also

k
0(; |P,|k log %) — O(nk log %).

Mit Lemma 7?7 und Lemma 7?7 folgt:

Theorem 1.34 (Dror, Efrat, Lubiw, Mitchell, 2003)

Fir das einfache TPP mit k Polygonen mit insgesamt n Kanten lGf$t sich
in Zeit O(kn log ) eine Suchstruktur der Grifle O(n) aufbauen, mit Hilfe
derer der kiirzeste i—Pfad zu einem Punkt ¢ € R? in Zeit O(k log %) berechnet
werden kann. [?]

Im allgemeinen TPP miissen wir die Z&une F; beriicksichtigen, d.h.
der kiirzeste i—Pfad zu einem Punkt p mufl zwischen P; und P11 in F)
liegen. Kiirzeste Pfade konnen nun zusétzlich an reflexen Ecken eines Zaunes
abknicken, wie z.B. der Weg von s nach p in Abbildung ?7(i). Dadurch
gibt es eine weitere Klasse von Zellen in der Zerlegung der Ebene: Zellen,
die einer reflexen Ecke eines Zaunes zugeordnet sind. Z. B. fiihren kiirzeste



1.2 Kiirzeste Pfade im Inneren eines einfachen Polygons 55

Algorithmus 1.10 Einfaches TPP: Query
Bestimmt zu gegebenen Last Step Shortest Path Maps S1,8s,...,S; und
Anfragepunkt ¢ € R? den kiirzesten i-Pfad von s zu gq.

e Bestimme die Region von ¢ in S;:
Durch priifen der Lage (rechts oder links) von ¢ bzgl. der konvexen
Kette aus T; und den beiden Strahlen am Rand der Durchgangsregion
wird bestimmt, ob ¢ in der Durchgangsregion oder in einer
Reflektionszelle liegt. Liegt ¢ in einer Reflektionszelle, so kann diese
durch bindre Suche mit Rechts/Linkstests in den Strahlen, die von den
Knoten von T; ausgehen, bestimmt werden.

e Falls ¢ in der Durchgangsregion liegt: es gilt 7;(q¢) = m;—1(q), bestimme
rekursiv m;_1(q).

e Falls ¢ in der Zelle zu einer Ecke v liegt: das letzte Segment des
kiirzesten i—Pfades von s zu ¢ ist 7g. Bestimme rekursiv m;_1(v).

e Falls ¢ in der Zelle zu einer Kante e liegt: sei ¢’ die Spiegelung von ¢ an
e. Berechne rekursiv m;_1(¢') und ersetze in diesem Pfad das Segment
von e zu ¢ durch das Segment von e zu q.

Algorithmus 1.11 Einfaches TPP: Konstruktion der S;

e Berechne S durch Reflektionen an den Knoten von P;.

e Berechne sukzessiv S; aus {S1,Ss,...,8;—1} wie folgt: Berechne zu
jedem Knoten v € P; den kiirzesten (i — 1)-Pfad m;_;(v). Schneidet
das letzte Stiick dieses Pfades das Innere von P;, so liegt v in der
Durchgangsregion von S;. Andernfalls liegt v in 7; und die beiden
Reflektionen des letzten Segmentes von m;_1(v) an den zu v inzidenten
Kanten bestimmen die Strahlen, die die Zelle von v begrenzen.




56 Kapitel 1 Kiirzeste Pfade
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Abbildung 1.46: (i) Kiirzeste Wege kénnen an reflexen Ecken der Z&une abknicken,
(ii) mogliche Kombinationen bei iiberlappenden Polygonen.

i—Pfade aus Punkten der Zelle unterhalb der strichpunktierten Linien in
Abbildung ?7(i) iiber den Knoten v.

Die zweite Verallgemeinerung ist, daf} sich die Polygone iiberlappen diir-
fen, wodurch weitere Arten von kombinatorisch kiirzesten Wegen ins Spiel
kommen. Betrachte Abbildung ?7?(ii): der Strahl RF} entsteht durch Punkt-
spiegelung von sw an w und anschlieSender Spiegelung an den Kanten e
und es, also den Kanten von P; und Ps, auf denen der Schnittpunkt w liegt.
RF; entsteht durch Reflektion von sw an eo. Der Punkt p; liegt unterhalb
des Strahles RF; und der kiirzeste Weg von s nach p; wird erst an P,
danach an P, reflektiert. po liegt zwischen RF} und RF5 und sein kiirzester
Weg verlduft direkt iiber w. Schliellich liegt ps iiberhalb von RF5 und in
der Durchgangsregion von P; und der kiirzeste Weg wird lediglich durch
eine Reflektion an P» gebildet.

Wie bereits im einfachen Fall sei T; der Reflektionsbereich, also der
Bereich von P;, in dem die letzten Kanten eingehender i—Pfade reflektiert
werden. Da sich die P; iiberlappen kénnen, ist 7; hier nicht mehr unbedingt
ein Teil des Randes von P; sondern kann auch im Inneren von P; liegen, siehe
z.B. Ty (gepunktet) in Abbildung ??(ii). R; bezeichne wie oben die Menge
der Strahlen, die von T; ausgehen. Beriicksichtigen wir auch den Zaun Z;, so
miissen wir folgendes beachten: Die Strahlen R;, die an einer Ecke des Zau-
nes abknicken, um eine sonst unerreichbare Region zu durchqueren nennen
wir A;, siche Abbildung ??. Wir kénnen folgendes fiir das allgemeine TPP
festhalten (ohne Beweis):

Lemma 1.35
(i) Fiir ein Polygon P; ist der Reflektionsbereich T; ein Baum.
(ii) Der Stern R; besteht aus disjunkten Strahlen auflerhalb der Durchgangsregion
(ohne Beriicksichtigung der F;) und jeder Punkt p € R? wird von einem
eindeutigen Strahl getroffen.
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(iii) Ein lokal optimaler Pfad ist eindeutig und lokale Optimalitit garantiert
globale Optimalitit.

Wie beim einfachen TPP koénnen wir nun sukzessive die T;, R; und A;
sowie die zugehorigen Last Step Shortest Path Maps berechnen. Wir wollen
hier nur das Ergebnis festhalten:

Theorem 1.36 (Dror, Efrat, Lubiw, Mitchell, 2003)

Fiir das allgemeine TPP mit k Polygonen und k+1 Zdunen mit insgesamt n
Kanten kénnen wir in Zeit O(k?n logn) eine Suchstruktur der Gréfe O(kn)
aufbauen, mit Hilfe derer der kirzeste i—Pfad zu einem Punkt g € R? in Zeit
O(i logn+m) berechnet werden kann, wobei m die Anzahl der Segmente des
Pfades angibt. [?]

Kommen wir nun zuriick zu unserem eigentlichen Problem, die Shortest
Watchman Route zu berechnen.

Theorem 1.37 (Dror, Efrat, Lubiw, Mitchell, 2003)
In einem einfachen Polygon mit n Ecken und Startpunkt s lifit sich die
SWR in Zeit O(n® logn) berechnen. [?]

Beweis. Aus der Eingabe (P, s) zum SWR konnen wir wie folgt eine Eingabe
(Py,..., Py, F1,..., Fy, s t) fiir das allgemeine TPP berechnen: Start— und
Zielpunkt des TPP—Pfades ist der Startpunkt s der SWR. Als Polygone P;
wihlen wir die Taschen P,, von P, siehe Definition 7?7, als Z&une legen wir
P fest (F; := P). Fiir die Laufzeit des TPP ist nur die Komplexitéit der
Fassade der P; entscheidend, und diese besteht in unserem Fall nur aus 2
Ecken. Somit liegt die Komplexitét aller Fassaden in O(n). Die Komplexitéit
aller Zdune liegt in O(n?) und wir erhalten eine Laufzeit von O(n? logn). o
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1.3 Kiirzeste Pfade im Raum

P,

P Py

Abbildung 1.47: Kiirzester Pfad im 3D.

Verlassen wir nun die Ebene und betrachten kiirzeste Pfade im dreidimensionalem
Raum: Gegeben seien h Polyeder im Raum mit insgesamt n Ecken, ein
Startpunkt s und ein Endpunkt ¢. Gesucht ist der kiirzeste Pfad m von
s nach t, der auBerhalb der Polyeder verlauft.

Eine erste (erniichternde) Erkenntnis ist, daf§ dieses Problem nicht mehr
diskret ist, da kiirzeste Pfade iiber innere Punkte von Kanten verlaufen
konnen. Wir haben zwei Teilprobleme zu l6sen:

1. Bestimme die Folge der Kanten bzw. Ecken, die von einer Kiirzesten
beriihrt werden. (kombinatorisches Problem)

2. Bestimme die Beriihrpunkte auf den Kanten. (algebraisch-numerisches
Problem)

Leider ist bereits das erste Teilproblem NP-hard:

Theorem 1.38 (Canny, Reif, 1987)
Die Bestimmung der Kantenfolge einer Kiirzesten im R? ist NP-hard. Bereits

die Frage, ob es zu gegebenem k eine Kantenfolge gibt, die einen Weg m mit
|7| <k liefert, ist NP-hard. 2]

Beweis.
Zeige: 3-SAT ist auf die Kantenbestimmung reduzierbar. Dazu bilden wir

m

in polynomieller Zeit den booleschen Ausdruck o = A (Hﬂ V1o \/Hig) mit
i=1

I;; € {Xk, Xi },1 < k < n, auf einen Parcours P, im Raum mit Startpunkt
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n Verdoppler

111 110 101 100 011 010 001 000
X1 X0 X3

X1V X3

111 110 101 100 011 010 001 000
n Verdoppler

t

Abbildung 1.48: Beispiel: Filter fiir Klausel (X1 V X3) A Xs.

s und Endpunkt ¢t ab. Die Geodétischen von s nach ¢ in P, zerfallen dabei in
Klassen G, die den 2™ moglichen Wahrheitswertbelegungen w der Variablen
X; entsprechen. Die Klasse einer Geodéatischen 1d8t sich aus der Folge der
von ihr besuchten Kanten in P, ablesen. P, wird so konstruiert, daf} fiir
eine Kiirzeste m von s nach t, die in einer Klasse G, liegt, gilt: entweder die
Belegung w erfiillt den Ausdruck «, oder « ist unerfiillbar.

Abbildung 77 zeigt die wesentliche Idee: die vom Startpunkt s ausgehende
Geodétische wird n mal verdoppelt, so daf fiir jede der 2" moglichen Variablenbelegungen
ein Pfad existiert. Diejenigen Pfade, die die Klausel nicht erfiillen, werden
verldngert — in der Abbildung durch ~~~~ angedeutet — und schliefflich
wieder zu einer Geoditischen zusammengefaflt, wobei darauf zu achten ist,
daf} die Konstruktion des Parcours in polynomieller Zeit moglich sein soll!

Der Parcours besteht im wesentlichen aus Platten der Dicke € mit Schlitzen,
durch die die Geodéatischen verlaufen kénnen. Legt man mehrere Platten in
geeigneter Weise mit einem Abstand e iibereinander, 1&t sich der Verlauf
der Geoditischen beeinflussen. Zur Konstruktion eines solchen Parcours
bendtigen wir die im folgenden erklarten Bausteine. In jedem Baustein — bis
auf die Barrieren im Literalfilter — werden alle Klassen von Geodétischen
um den gleichen Betrag verléngert.

Verdoppler
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Abbildung 1.49: Die drei Ebenen eines Verdopplers.

Ein Verdoppler dient dazu, seine aus n Klassen von Geoditischen
bestehende Eingabe in 2n Klassen aufzuspalten. Er besteht aus drei
Ebenen: die unterste Ebene enthilt einen vertikalen Schlitz, durch den

die Eingabe in den Verdoppler gefithrt wird. Die Eingabe verzweigt
nach rechts und links und wird iiber zwei diagonale Schlitze in der
zweiten Ebene zu einem horizontalen Schlitz in der dritten Ebene
gefiihrt, sieche Abbildung ?7. Das Zeichen ® symbolisiert in den Abbildungen
eine Geoditische, die von einer unteren Ebene in eine obere Ebene
lauft.

Mischer

Ein Mischer besteht aus vier Ebenen. Die Eingabe wird durch einen
horizontalen Schlitz in der untersten Ebene gefiihrt, in zwei Hélften
geteilt und durch zwei horizontale Schlitze in der zweiten Ebene gefiihrt,
vgl. Abbildung ??. In der dritten Ebene liegen zwei Reihen mit diagonalen
Schlitzen, die die gesplittete Eingabe in die Vertikale umlenken, wo sie
durch eine Reihe vertikaler Schlitze in der vierten Ebene ausgegeben
wird. Die Schlitze in den Diagonalen sind dabei so versetzt, daf sich
jeweils eine Klasse der ersten Hilfte und eine Klasse der zweiten Hélfte
abwechseln. Die Eingabe X;X,; X}, ... wird derart permutiert, dafl die
Klassen mit X; = 1 in einer Hilfte liegen, die Klassen mit X; = 0 in
der anderen Héilfte. Anders ausgedriickt ergibt sich eine Linksrotation
der Variablen, X; wird zum signifikantesten Bit.

Literalfilter

Eine Klasse von Geodétischen kodiert eine Bindrzahl w = (wy, ..., wy,) €
{0,1}", die einer Belegung der Variablen entspricht. Der Literalfilter
dient nun dazu, die Klassen von Geodétischen zu verldngern, deren
Belegung das Literal nicht erfiillt. Um also alle Pfade herauszufiltern,
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Abbildung 1.50: Die vier Ebenen eines Mischers.

bei denen w; = 0 den Ausdruck erfiillt, miissen alle Pfade mit w; = 1
mit einer Barriere verlingert werden. Dabei diirfen wir die Barrieren
allerdings nicht in die urspriingliche Kodierung einfiigen, wie dies in
Abbildung ?7? gezeigt ist, da dies evtl. zu exponentiell vielen Barrieren
fiihren wiirde; um z.B. w, zu filtern, wire eine Barriere in jedem
zweiten Pfad notig! Also setzen wir Mischer ein, um die zu filternde
Variable zur signifikantesten Variable zu machen, und kénnen dann mit
einer Barriere auf der rechten bzw. linken Seite alle Pfade mit w; = 0
bzw. w; = 1 verlingern, sieche Abbildung ??7. Da ein Mischer eine
Linksrotation der Variablen bewirkt, ist w; nach :—1 Mischerdurchliufen
das signifikanteste Bit. Anschlieffend bendtigen wir noch n — i + 1
Mischer, um wieder die urspriingliche Kodierung zu erhalten.

Klauselfilter

Der Klauselfilter dient schlieflich zur Umsetzung einer Klausel der
Form C; = II;; Vv Il;5 V II;3 mit Hi]’ € {Xk,fk},l < k < n. Dazu
bendtigen wir drei “parallel geschaltete” Literalfilter: die Eingabe von
2™ Klassen von Geodétischen wird allen Literalfiltern zugefiihrt. In
den Literalfiltern werden die Geodétischen verldngert, die die Klausel
nicht erfiillen. Durch die Parallelschaltung ergibt sich eine Disjunktion
der Literale, siehe Abbildung 77.
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01234567
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Abbildung 1.51: Literalfilter.

Sin
2™ Geodatische

Sout
2™ Geodatische

Abbildung 1.52: Klauselfilter.
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Zur Konstruktion eines Parcours aus einer 3—SAT Klauselmenge

iiber n Variablen benotigen wir zunéchst einen Block aus n Verdopplern,
um aus der vom Startpunkt ausgehenden Geodétischen 2™ Klassen fiir jede
mogliche Variablenbelegung zu erzeugen. Diese Klassen werden durch m
hintereinander geschaltete Klauselfilter und schlieflich durch n invers benutzte
Verdoppler gefiihrt, die die gefilterten Klassen von Geodétischen wieder zu
einer zusammenfassen, die zum Zielpunkt ¢ fiihrt. O

Damit bleibt das zweite Teilproblem: Wie bestimmt man zu gegebener
Kantenfolge die richtigen Beriihrpunkte, also den kiirzesten Pfad, der die
Kanten in dieser Reihenfolge besucht?

Schon das einfachere Problem, zu Geraden i gi
g; im Raum und fest vorgegebener Besuchsreihen%}ge
die Beriihrpunkte des Pfades so zu verschieben, U g
dafl seine Lange minimal wird, ist schwierig. B;
Ein lokales Optimalitétskriterium erhélt
man durch Hochklappen der durch g; und bit1
b;1+1 gegebenen Ebene in die durch g; und b;_1 gegebene Ebene: liegen b;_1,
gi und b; 41 in einer Ebene, muf} der kiirzeste Pfad zwischen b;_; und b;4; ein
Liniensegment durch b; sein. Dies gilt genau dann, wenn die beiden Winkel
«; und S; gleich sind. Wiren beide Winkel nicht gleich, so liefle sich der Pfad

zwischen b;_1 und b;41 verkiirzen.

Sei #; ein Vektor in Richtung g; mit |@;| = 1, dann gilt:!3
s ey
b b - bibia. -
ai:ﬁi<:>zlz uz:zz+1 Us (*)
|bi—1b;] |bibi1]

Die Gleichung (x) mu$ fiir jede Gerade
g; mit 1 < i < n gelten. Ein naiver Ansatz 0
wire nun, den ersten Beriihrpunkt b; hinter b,
s zu raten und mit der Winkelbedingung
die Fortsetzung des Pfades zu bestimmen.
Das Problem dabei ist, dal go den ai;—Kegel
um g; zweimal schneiden kann (siehe Abbildung),
die Fortsetzung des Pfades ist also nicht
eindeutig, es bleiben 2”1 Moglichkeiten.

g2

Der Versuch, die Gleichungen () mit
algebraischen Methoden exakt zu losen, fithrt zu Weglidngen, die durch

133.b bezeichnet dabei das Skalarprodukt zweier Vektoren mit eingeschlossenem Winkel
~: @-b=|dllb| cos~.
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algebraische Zahlen'* mit exponentiell in n wachsendem Grad dargestellt
werden. [?]

Das Problem zu entscheiden, ob ein Pfad einer Liénge < k in einer
Umgebung mit n Ecken existiert, kann in Zeit 27°" ynd Platz nOUosn)
Platz gelost werden. [?]

Es gibt polynomiale (1 4 ¢)-Approximationsschematal® in Zeit
O(n?log’n - X). [?]

MEine algebraische Zahl ist eine komplexe Zahl, die Nullstelle eines Polynoms anz" +
An_12"" ' 4+ ... + a1z + ao mit rationalen oder ganzzahligen Koeffizienten ist. Nicht
algebraisch sind z. B. 7 oder e.

15D, h. der kiirzeste Weg 1ifit sich beliebig genau approximieren, je kleiner das €, desto
genauer die Approximation, aber desto hoher die Rechenzeit.
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1.4 Kiirzeste Pfade auf der Oberfldche eines Polyeders

Da sich die Bestimmung kiirzester Pfade im Raum im allgemeinen als sehr
schwierig erwiesen hat, betrachten wir den Spezialfall, bei dem sowohl s als
auch t auf der Oberfléiche desselben Polyeders mit n Kanten im Raum liegen.
Auch der kiirzeste Weg soll auf der Oberfliche des Polyeders verlaufen und
nicht frei durch den Raum, auch wenn die “Luftlinie” kiirzer wére. Wir
interessieren uns also z. B. fiir den Weg, den ein Wanderer vom Gipfel eines
Berges zum néchsten Gipfel nehmen wiirde: ohne weitere Hilfsmittel muf3 er
durch das Tal zwischen beiden Gipfeln wandern.

Ein Polyeder habe dabei folgende Eigenschaften:

e Es ist eine kompakte, zusammenhéingende
Teilmenge des R3.

e Der Rand besteht aus Polygonen.

e In jeder Umgebung eines Randpunktes liegen sowohl innere als auch
dulere Punkte. Obige Abbildung zeigt also keinen Polyeder in unserem
Sinn.

Weiterhin nehmen wir an, die Oberfléiche des Polyeders sei bereits trianguliert;'6
aus der Euler—Formel ergibt sich, da8 die Anzahl der Dreiecke in O(n) liegt.

B
a af B2
a3
fi B 153
Bs
e
f2 7
optimal & a = optimal & o, > 7

() () (i)
Abbildung 1.53: Eigenschaften von Kiirzesten auf Polyedern.

Halten wir zunéchst einige Eigenschaften von kiirzesten Pfaden auf Polyedern
fest:

Eine lokale Eigenschaft ist, daf§ in Abbildung ??(i) der Pfad genau dann
optimal ist, wenn o = § gilt. Dreht man némlich eine der Flichen um ihre
gemeinsame Kante in die von der anderen Fliache aufgespannte Ebene, so daf3

16 Ansonsten lieBe sich das Polyeder in Zeit O(n) triangulieren.
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die Flidchen rechts und links von der Kante liegen und nicht iibereinander,
so muf} der kiirzeste Pfad eine Gerade in der Ebene sein. Dies ist mit der
Bedingung o = 3 dquivalent.

In Abbildung ?7(ii) verlauft die Kiirzeste (fett gezeichnet) durch einen
Eckpunkt. Dies ist dann und nur dann moglich, wenn sowohl die Summe der
Winkel a = 3" a; als auch die Summe der Winkel 8 = 3 3; grofer gleich!”
7 ist. Wire z. B. 8 < 7, wie in der Abwicklung in Abbildung ?7?(iii) gezeigt,
kann die fett gezeichnete Linie nicht die Kiirzeste sein, da die gestrichelte
Linie kiirzer ist. Da zudem gilt: p konvex!'® = o+ < 27 haben wir folgendes
gezeigt:

Lemma 1.39 Fine Geoddtische m auf einem Polyeder hat folgende lokale
Eigenschaften:

(i) An jeder von T tiberschrittenen Polyederkante miissen die Scheitelwinkel
gleich sein.
(ii) 7 kann nicht diber eine konvere Ecke von P fiihren.

a+pf>m
(i) y+o>T (ii)

Abbildung 1.54: (i) Kiirzeste iiber nichtkonvexe Ecke, (ii) Geoditische von s nach
t, aber keine Kiirzeste.

Wie das Beispiel in Abbildung ?7(i) zeigt, kann eine Kiirzeste sehr wohl
iiber nichtkonvexe Fcken laufen.

Neben den lokalen Eigenschaften kénnen wir auch einige globale Eigenschaften
festhalten, die jedoch nicht fiir Geodétische gelten. Abbildung ?7(ii) zeigt
eine Geoditische, fiir die alle drei Eigenschaften nicht gelten!!®

17 An dieser Stelle ist natiirlich die Zahl 7 = 3,1415. .. gemeint, nicht der Pfad 7.

3Fine Ecke v im R? ist konvex, wenn eine Ebene existiert an der das Polyeder *durchge-
schnitten’ werden kann, so dafl der v enthaltende Teil des Polyeders ein konvexes Polyeder
ist.

197ur Erinnerung: eine Geoditische ist lokal unverkiirzbar, eine Kiirzeste auch global.
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Lemma 1.40 Kiirzeste Wege m;,m; von a nach b;,b; auf einem Polyeder
haben folgende globale Eigenschaften:
(i) m; ist einfach, d.h. m; enthdlt keine Selbstschnitte.
(ii) m; schneidet jede Fliche des Polyeders héchstens einmal.
(111) m; und 7; kénnen sich nicht im Inneren einer Fliche kreuzen.

Beweis. (Skizze) Bei allen Eigenschaften kann man sich leicht klar machen,
dafl m; verkiirzbar wire, wenn eine Eigenschaft verletzt wird. O

Die erste Arbeit, die sich mit diesem Problem befafite, lieferte dieses
Ergebnis:

Theorem 1.41 (Sharir, Schorr, 1984)

Sei P ein konvexes Polyeder, a € P fest (o. E. eine Ecke von P) und b € P
gegeben. Die Entfernung bzw. die Kiirzeste von a nach b in P lGf§t sich nach
Vorbereitungszeit O(n>logn) in Zeit O(n) und Platz O(n?) berechnen. [?, ?]

v = vi_1 letzte Ecke auf 7

o V-1
x
f
€Ll o b
e
a Vk—1
Startstiick Kantenfolge £
teilweise iiber Ecken von P (m verlduft nicht iiber Ecken von P)

Abbildung 1.55: Pfad 7 von a nach b iiber z € e.

Im folgenden werden wir uns mit einem anderen Ansatz befassen, der
das Resultat von Theorem 7?7 verbessert, insbesondere auf beliebige Polyeder
erweitert hat. Dazu untersuchen wir zunéchst, wie die Kandidaten fiir Kiirzeste
von a nach b aussehen: Es sind Kantenziige m auf P, die durch nichtkonvexe
Ecken von P laufen und Folgen von Kanten von P schneiden, vgl. Abbildung ?7:

™= Vo 761,17"'761,77’117 U1 ,62’1,...,627m2,’l)2,...,Uk,1,€k71,...,€k7mk,'l)k
~— ~— N ~~
=a Kanten 2. Ecke Kanten letzte Ecke =b

Aus Lemma 7?7 folgt, dal 7 einfach ist und jede Kante e;; nur einmal
kreuzt.
Eine erste Idee ist nun, zunéichst nur die Punkte auf den Réndern der
Dreiecke des Polyeders zu betrachten und zu einer Kante e eines Dreiecks f
(o]

fiir alle 2 € e den kiirzesten Weg 77 von a nach z mit 72N f= 0 (d.h. #%
verlduft auflerhalb von f) zu berechnen. Hier wiren jedoch iiberabzihlbar
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viele Wege zu berechnen! Abhilfe schafft die Idee, Regionen von Punkten mit
kombinatorisch gleichen Kiirzesten zum Punkt x zu bilden. Es geniigt, die
Kantenfolge & = ey 1, ..., €k m, die der Weg ab der “letzten Ecke” v = vj_1
durchlaufen hat zu betrachten, da wir nur eine Kiirzeste berechnen wollen.
Die verschiedenen Kiirzesten von a nach v brauchen nicht unterschieden zu
werden, wir miissen uns nur eine solche merken.

Wegen der Winkelbedingung in Lemma ?7(4) lassen sich v und alle Drei-
ecke ab v, die der Weg 7% durchquert, in die f-Ebene aufklappen.?’ Dabei
wird 7 zu einem Liniensegment zwischen ¢ und x. Im folgenden bezeichne
v das in die f-Ebene aufgeklappte Bild des Punktes v.

Fassen wir also alle z € e zusammen, fiir die ein kiirzester Weg von «
iiber v und £ den Punkt x erreicht:

Definition 1.42 Sei e eine fest gewidhlte Kante des Dreiecks f, v eine
beliebige Ecke von P und £ = (e, ..., e,,) eine beliebige Folge von Kanten
von P. Das Optimalitétsintervall von v und £ bzgl. e und f ist definiert als

I(v,€) ::{ x € e | 3 Kiirzeste ¢ von a nach z mit

° 5ﬁ]%=@

e § endet mit v,el,...,em,x} .

Lemma 1.43 FEigenschaften von I(v,E):

(i) Jede solche Menge I ist ein Intervall auf e (evtl. leer).

(1i) Zwei verschiedene Intervalle kénnen sich nicht iberlappen.
(111) e wird von Intervallen I(v,E) ganz diberdeckt.

Beweis.

Abbildung 1.56: I(v,£) mufl zusammenhingend sein.

(i) Zu zeigen: I(v,€&) ist zusammenhéngend. Seien z1,z9 € e in I(v,€)
enthalten, und ein Punkt 2’ liege zwischen z1 und x5 auf e, vgl. Abbildung ?7.
Zeige: 2’ € I(v,E).

Angenommen, 2’ ¢ I(v, ), dann klappe die Dreiecke entlang der Kantenfolge
€ in die Flédche von f auf

20D, h. eines von je zwei Dreiecken wird solange um die gemeinsame Kante gedreht, bis
beide in einer Ebene, eins rechts und eins links der Kante liegen.
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= v’ #£ v, sogar liegt v" auBlerhalb des Dreiecks A(v, 1, x2)
= die beiden Kiirzesten von a nach z1/z2 und 2’ kreuzen sich im
Inneren einer Fléche 5.

Vk—1

Abbildung 1.57: Der Bisektor von 01 und w,_; ist eine Hyperbel.

(ii) Angenommen, zwei Intervalle {iberlappen sich. Sei  im Durchschnitt
der Intervalle, dann ergibt sich beim Weg von a nach x iiber vy_;
eine Weglinge von |ma"~'| + |0x_1 — |, beim Weg iiber w,_; eine von
|Ta Y| + |We—1 — .

Fiir jeden Punkt  im Durchschnitt der beiden Intervalle miissen beide
Weglédngen gleich sein, also mufl gelten:

w.

70" | A U1 — 2| = |7 ey — .

Durch Umformen dieser Gleichung erhélt man die Gleichung einer Hyperbel,
die den Bisektor zwischen vj_1 und wy_; beschreibt, also die Menge der
Punkte, fiir die beide Alternativen gleich sind. Diese Hyperbel hat mit
e jedoch nur einen Schnittpunkt, ndmlich den Punkt, an dem sich beide
Intervalle beriihren. Zwei Intervalle koénnen sich also nicht iiberlappen.

(iii) Dies ist klar, da es fiir jedes x € e eine Kiirzeste von a gibt.

|
Achtung: Es kann mehrere Intervalle I(v;, £;) mit derselben “letzten”

Ecke v; geben, d.h. v; kann mehrere unterschiedlich abgewickelte Kopien
;.1 haben.
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Algorithmus 1.12 Continuous Dijkstra zur Berechnung der I(v, &)

Datenstruktur: Prioritatswarteschlange W von Intervallen mit bisher
bekannten Kiirzesten von a.

Iterationsschritt:
e Wihle das Intervall [ = I(v, &) aus W, fiir das d(/) = d(a,v) +
|v — ¢| minimal ist, wobei ¢ der zu v niichstgelegene Punkt auf I
ist.

e Propagiere dieses Intervall I durch das Dreieck auf die beiden
gegeniiberliegenden Kanten ¢’ und e”: Berechne das Intervall I’
auf Kante ¢/ mit I’ = {x € ¢/ | der Weg von a iiber v und
durch das Dreieck f ist kiirzer als der kiirzeste bisher bekannte
Weg zu dem Intervall I'(v', £’) auf Kante €/, das x enthilt } und
fiige dies in die Intervalliste von €’ ein; analog mit e”.

Im ersten Schritt werden also zu jeder e e

Fldche f die Intervalle I(v,&) aller drei 7 f
Kanten von f berechnet. Dazu benutzen
wir eine Methode, die als Continuous
Dijkstra bekannt ist. Allgemein wird bei
dieser Methode wie in Algorithmus 77
(Dijkstra) auf Seite ?? eine Welle mit v
einem Ausliaufer verwaltet, die sich vom A W
Startpunkt ausbreitet. Erreicht die Welle
einen Punkt z zum ersten Mal, wird x
beschriftet, und die Welle breitet sich von
x weiter aus und propagiert dabei den Wert von z. In unserem Fall
geniigen eine endliche Zahl solcher Wellenausbreitungen. Die Welle enthélt
dabei alle Intervalle mit bekannten Kiirzesten, der Ausldufer die Intervalle
mit vorldufigen Kiirzesten. Propagiert wird das “néchstgelegene” Intervall
auf die anderen Dreiecksseiten, dort konkurriert es mit den vorhandenen
vorldufigen Intervallen, siehe Algorithmus 7?7, I’ ist dabei wirklich nur ein
Intervall!
Fiir jede Kante e werden die Intervalle I in einem balancierten Blattsuchbaum
gespeichert. Dies sind maximal O(n) Intervalle je Kante. Um ein neues
Intervall I’ der Kante €’ hinzuzufiigen, benétigen wir zuniichst O(logn) Zeit
um ein Intervall J zu finden, fiir das es Punkte in J gibt, so dass der kiirzeste
Weg iiber I(v, &) kiirzer ist als der bisherige Weg zu diesen Punkten. Von
diesem Intervall aus suchen wir alle Nachbarintervalle, die sich &ndern bzw.
verschwinden. Das kénnen O(k) viele sein. Weil wir einen Blattsuchbaum
verwenden bendtigen wir dafiir O(k) Schritte und fiir das Entfernen jeweils
O(logn) Zeit. Am Ende wird ein neues Intervall eingefiigt.
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Der Dijkstra-Algorithmus wéhlt stets das Intervall mit dem momentan
kiirzesten Weg zu einem Intervall aus, und dieses Intervall wird nie mehr
verschwinden. Pro Schritt werden nun maximal 2 neue Intervalle eingefiigt.
Insgesamt kann es nur O(n?) Intervalle geben, also kann der Dijkstra
insgesamt nicht mehr als O(n?) Intervalle erzeugen. Das Einfiigen und
Entfernen von Intervallen wie oben beschrieben benétigt also insgesamt
O(n?logn) Zeit. Das Ablaufen der Intervalllisten der Blattsuchbiume
benétigt nicht mehr als O(n?) Zeit. Alle Blattsuchbiume zusammen haben
einen Speicherplatzbedarf von O(n?).

U3

V2,1

V2,2

&

Abbildung 1.58: Dreiecksfliche f mit Intervallen I(v,&).

Im zweiten Schritt werden die durch diese Intervalle vorhandenen Weginformationen
in das Innere der Dreiecke fortgesetzt. Die Intervalle auf den drei Kanten
von f — genauer: ihre “Quellen” v; — teilen sich das Innere von f nach
einer gewichteten Distanzfunktion auf: Setze a; := d(a,v;). Ein Punkt z auf
der Dreiecksfliche wird dem Punkt ©; zugeordnet, iiber den der Weg von a
nach x minimal wird, fiir den also gilt:

a; + v — x| < Iv%i { a; + [vj0 — x| } :

Die w; . teilen also die Fliche f untereinander auf. Die Grenzen der von
den v; , definierten Regionen von f, die Bisektoren, sind Hyperbelbogen, da
die Punkte auf dem Bisektor zwischen v; ;, und v; ¢ gleiche Weglidngen haben
miissen; durch die Gleichung a;+|v; , — x| = a;+|v; ¢— 2| wird eine Hyperbel
beschrieben.

Diese Unterteilung der Fliache f entspricht einem Voronoi-Diagramm
der Ecken ;) mit additiven Gewichten a;, siche Anhang. Dies kann fiir ¢
Intervalle auf den Kanten von f in Zeit O(¢log¢) und Speicherplatz O(¢)
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konstruiert werden. Doch wieviele nicht—leere Intervalle kann es auf einer
Kante geben?

Lemma 1.44 Die Anzahl £ der nicht-leeren Intervalle auf einer Kante e
ist in O(n).

Beweis.

Ii Iy e Ii Ijy1i e
/ /
€ g € g
Uy ] Uy w Tj42
w Tj+1
Tj+1

(i) (i)

Abbildung 1.59: Ein Dreieck g mit Ecke w fungiert héchstens zweimal als Trenner
fiir zwei Intervalle.

Seien I; = Ij(vj,&;) und Ij41 = Ij11(vj41, Ej4+1) zwel benachbarte Intervalle
auf e. Wihle je einen inneren Punkt pro Intervall und verfolge die definierenden
Kiirzesten 7; und m;1, die zu I; und Ij;q gehoren, riickwérts. m; und ;1
konnen zunidchst dieselben Kanten im Inneren kreuzen, d.h. & und &;44
kénnen gemeinsame Endstiicke haben, miissen sich jedoch wegen (vj, &;) #
(vj+1,€j41) einmal trennen. Betrachte das Dreieck g und die Ecke w, an
der sich die Trennung vollzieht: das Paar (g, w) fungiert hochstens zweimal
als Trenner, siche Abbildung ?7(ii), und jedem Paar 148t sich eindeutig
eine Kante ¢ zuordnen, die g berandet und im Uhrzeigersinn w verlift.
Wir haben also eine Abbildung (I}, Ij11) — (g, w), die “fast injektiv” ist
— jedes (g,w) hat hochstens 2 Urbilder — und eine injektive Abbildung
(g, w) — €'. Also gilt £ < 2n € O(n). 0

Der Beweis zu Lemma 77 benutzt die hdufig angewandte Technik, die
Kosten fiir eine Berechnung den geometrischen Objekten, hier den Kanten,
zuzuordnen.
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Algorithmus 1.13 Berechnung kiirzester Wege auf Polyedern

Input: Polyeder P mit n Ecken, Oberfliche sei trianguliert, Startecke a.

Output: Fiir beliebigen Anfragepunkt b € 0P: Entfernung und kiirzesten
Weg von a nach b.

Vorbereitungsphase:

e Berechne fiir jede Dreieckskante die Intervalle I(v, ) mit Continuous
Dijkstra. O(n?logn)

e Berechne fiir jede Dreiecksfliche das durch die Intervalle I(v, ) der
drei Kanten bestimmte Voronoi—Diagramm mit additiven Gewichten
(siche Anhang ?7). O(n?logn)

e Bereite die Voronoi-Diagramme auf den Flichen fiir Lokalisierung von
Punkten vor (z. B.: Trapezzerlegung, [?]). O(n?), Platz O(n?)

Query fiir Zielpunkt b in Dreieck f:

e Bestimme die Voronoi—Region in f, die den Punkt b enthilt
= Abstand zu a ist bekannt. O(logn)

e Setze die Kiirzeste von a nach b zusammen aus:

o einer Kiirzesten von a nach v (Nebenprodukt des Continuous
Dijkstra: in v verankerte, verkettete Liste)

o dem “geraden” Weg durch die Kantenfolge e zum Punkt z €

o dem Liniensegment xb.

Bei k Segmenten auf dem kiirzesten Weg: O(k)
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Zusammenfassend erhalten wir Algorithmus ?? und folgendes Theorem:

Theorem 1.45 (Mitchell, Mount, Papadimitriou, 1986)

Sei s € P fest, 0. E. eine Ecke von P, gegeben b € P. Die Entfernung bzw.
die Kiirzeste von a nach b in P lift sich nach Vorbereitungszeit O(n?logn)
in Zeit O(logn + k) und Platz O(n?) berechnen; dabei ist k die Anzahl der
Segmente auf dem kiirzesten Pfad. [?]

Ein praxistauglicher Ansatz zur (1 + €)—
Approximation kiirzester Wege auf Polyedern
stammt von J. Sack.?! Hierbei werden in die
Kanten der Dreiecke geeignet viele und addquat
verteilte Stiitzpunkte eingefiigt und daraus ein
vollstdndiger Graph gebildet, auf dem der Algorithmus
von Dijkstra angewendet wird. Dies liefert gute
Approximationsergebnisse und erlaubt die Einhaltung von Nebenbedingungen
wie maximale Steigung, maximaler Boschungswinkel, z. B. bei der Berechnung
von Wegen fiir Fahrzeuge. [?]

Znttp: //www.scs.carleton.ca/ sack/
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1.5 Kiirzeste Pfade fiir Liniensegmente

Bisher hatten wir nur kiirzeste Pfade fiir Punkte betrachtet. Zum Abschlufl
des ersten Kapitels wollen wir kurz auf die Probleme eingehen, die bei der
Berechnung kiirzester Pfade fiir ausgedehnte Objekte entstehen. Schon fiir
Liniensegmente im R? ohne Hindernisse ist das Problem nicht trivial. Die
Bewegung von Liniensegmenten im R? kann man als Modell fiir einen Balken
oder eine Leiter ansehen, die von zwei Tridgern an je einem Ende getragen
wird.

T T

2 U

Abbildung 1.60: Bewegung eines Liniensegmentes.

Bei ausgedehnten Objekten ist zunéchst einmal festzulegen, was eine
Kiirzeste ist bzw. wie sich die Kosten fiir eine Bewegung berechnen. In der
Anschauung mit dem Balken sind sicherlich die Wege interessant, die die
beiden Triiger zuriicklegen.?? Eine Moglichkeit ist also, die Léngen der von
den Endpunkten zuriickgelegten Bahnen zu summieren und diese Summe zu
minimieren. Fiir Liniensegmente gilt damit fiir eine Bewegung B:

Kosten(B) := Lénge(m;) + Lénge(ms).

2

(i) (i) (iif)

Abbildung 1.61: (i) Freiheitsgrade eines Liniensegmentes, (ii) geradlinige Bewegung
(iii) Rotation.

Ein Liniensegment hat drei Freiheitsgrade, siehe Abbildung ?7?(i): die
Koordinaten seines Startpunktes und sein Drehwinkel; seine Position 148t

22Je schwerer der Balken ist, umso grofer diirfte das Interesse der beiden Triger an
kiirzesten Wegen sein.
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sich also durch das Tripel A = (z,y,a) € C mit C = R x R x [0,2n)
beschreiben.

Unser Problem lét sich damit folgendermafien beschreiben: gegeben
zwei Positionen A, A’ € C, bestimme eine Bewegung von A nach A’ mit
minimalen Kosten.

Doch welche Bewegungen sind minimal? Die geradlinige Bewegung in
Abbildung ??(ii) ist sicherlich optimal, da 71 und 7y Geraden sind und nicht
kiirzer sein konnen. Auch die Rotation in Abbildung ?7(iii) ist optimal, zum
Beweis dieser vermeintlich einfachen Tatsache brauchen wir das folgende
Theorem:

Theorem 1.46 (Surface-Area Formel von Cauchy)
Sei C' eine geschlossene konvere Kurve in der Ebene. Mit

ho(a) :=sup{xcosa+ysina | (z,y) € C},

diag(a) := ho(a) + he(la+7), a€[0,7)

gilt fiir die Ldnge von C':
Léinge(C) = /diac(a) dov.
0

Dabei ist diac(a) anschaulich die Messung von C' mit einer um den Winkel
a zur X—Achse gedrehten Schieblehre, siehe Abbildung ?7?(i).

diac(«@)
T (04
¢ c
1 1 1 1
2
o

(i) (i) (iif)
Abbildung 1.62: (i) diac(«), (ii) Bewegung B, (iii) konvexe Hiille von C.
Nehmen wir nun an, eine beliebige andere Bewegung B mit Pfaden

und 7y sei optimal, vgl. Abbildung ?7?(ii). Sei C' die Verkniipfung der beiden
Kurven 71 und 79 und der beiden Liniensegmente (o.E. sei die Linge der
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Liniensegmente 1). C’ sei die konvexe Hiille von C, siehe Abbildung ?7?(iii).
D sei die Kurve der Rotation (Abbildung ??(iii)). Dann gilt:

2 + Kosten(B) = Linge(C)
> Linge(C")

s
/ diacr(a) dae mach Theorem 77
0

Y

/diap(a) da wegen diacr () > diap(a) (%)
0

= Lénge(D)
= 2+ Kosten(R)

Begriindung (x): Im kritischen Winkelbereich fir o gilt diap(a) = 1. Da
auch bei beliebiger Bewegung C der Winkel o (oder —«) angenommen
werden muss (irgendwo muss das Segment ja liegen), gilt fiir alle Winkel
in diesem Bereich diacr(a) > 1, siche Abbildung ?7.

Abbildung 1.63: diap im kritischen Winkelbereich.
Also ist eine Rotation um einen Winkel < 7 optimal.

Fiir sich betrachtet sind also Rotation um einen Punkt auf dem Liniensegment
und Translation optimal, doch wie verhilt es sich mit Kombinationen davon?
Es gilt:

Theorem 1.47 (Icking, Rote, Welzl, Yap, 1989)
Zwischen je zwei Positionen von Liniensegmenten gibt es eine optimale
Bewegung von einem der folgenden Typen:
(i) mazximal drei Rotationen,
(i) mazimal zwei Rotationen und eine geradlinige Bewegung,
(iii) eine Rotation zwischen zwei geradlinigen Bewegungen.
Die Teilbewegungen lassen sich effektiv berechnen. [?]

Das Problem der kiirzesten Pfade von Liniensegmenten wurde von Icking
et. al. wiederentdeckt. Erwéhnt wurde es bereits von Dubovitskij [?] und
Gurevich [?].

Fassen wir abschliefend die Ergebnisse aus Kapitel 1 zusammen:
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e Kiirzeste Pfade fiir Punkte im IR? lassen sich effizient berechnen.
e Kiirzeste Pfade fiir Punkte im R%, d > 2 zu finden ist NP-hard.
o Kiirzeste Pfade fiir ausgedehnte Objekte zu finden ist schwierig.

Deshalb werden wir uns im folgenden Kapitel auf Kollisionsfreiheit konzentrieren.



Kapitel 2

Kollisionsfreie Bahnen fiir
polygonale Roboter

Py
Py

Py

Py
Py

Abbildung 2.1: Roboter R in einem Arbeitsraum.

Wir betrachten nun nicht langer punktférmige Roboter, sondern ausgedehnte
Objekte. Wir modellieren den Roboter R durch ein abgeschlossenes Polygon
— konvex oder allgemein — mit m Kanten. Der Arbeitsraum des Roboters
sei eine beschriankte Umgebung mit A polygonalen Hindernissen P; mit
insgesamt n Ecken, sieche Abbildung 77?.

Zur Diskussion kollisionsfreier Bahnen wollen wir einige Begriffe definieren:

Definition 2.1
(i) Eine Plazierung oder Konfiguration ist eine Position des Roboters
im Arbeitsraum. Zur eindeutigen Beschreibung der Position legen wir
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(i) (i) (i)

Abbildung 2.2: (i) Verbotene Konfiguration, (ii) freie Plazierung (erlaubt), (iii)
halbfreie Plazierung (erlaubt).

einen Referenzpunkt r = (z,y) fest, sowie einen zweiten Punkt 7’ als
Winkelreferenz. Die Plazierung 1é8t sich dann durch die Angabe des
Referenz_p)unktes r und des Winkels 6 zwischen der X—Achse und dem
Vektor 7’ als R(x,y,0) mit (x,y,0) € R x R x [0,27) angeben. Der
Roboter hat damit drei Freiheitsgrade (Degree of Freedom, DOF).

(ii) Der Konfigurationsraum ist der Raum der méglichen Plazierungen
des Roboters, hier C =R x R x [0, 27).

(iii) Die verbotenen Konfigurationen sind solche, bei denen der Roboter
in ein Hindernis eindringt. Das Beriihren einer Hinderniswand dagegen
ist erlaubt (halbfreie Plazierung), vgl. Abbildung ??.!

Cyerb ::{CEC|R(C)0UP¢7é @}
(iv) Der Raum der freien Plazierungen enthilt alle erlaubten Konfigurationen
Crei :=C \ Cyerb

Damit haben wir folgendes Bahnplanungsproblem: Gegeben s,t € Cgei. Gibt
es einen Weg von s nach t, der ganz in Cge verlauft? Wenn ja, bestimme
einen.

Die Frage nach der Existenz eines Weges ist dquivalent zu der Frage,
ob s und t in derselben Zusammenhangskomponente von Ce; liegen. Zur
Erinnerung;:

Definition 2.2 Eine Menge Z (Teilmenge eines topologischen Raumes T')
heifit genau dann weg—zusammenhéngend, wenn

Ya,b € Z : 4 Pfad w von a nach b in Z.

Der Pfad 7 ist dabei gegeben durch eine stetige Abbildung 7 : [0,1] — Z
mit 7(0) = a und 7(1) = 0.

o
!Zur Erinnerung: P bezeichnet das Innere des Polygons.
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Lemma 2.3 Sei A C T beliebig, dann wird fir alle a,b € A durch
a~b:& 3 Pfad m C A von a nach b in A mit 7(0) = a und (1) =b

eine Aquivalenzrelation definiert. Die Aquivalenzklassen Z; von A bzgl. ~
heiflen Zusammenhangskomponenten von A. Sie sind die grifiten zusammenhdngenden

Teilmengen und tiberdecken A: A =] Z;.2

Natiirlich kann Cg.¢; aus mehreren Zusammenhangskomponenten
bestehen. In nebenstehender Abbildung
kann R sich in einem der beiden Rdume
bewegen, Cri hat zwei Zusammenhangskomponenten. R
Das Bahnplanungsproblem ist unltsbar,
wenn s € Z; und t € Z; mit 7 # j.

Somit stellen sich uns folgende algorithmische
Probleme:

e Bestimme die Zusammenhangskomponenten von Cg.o; bzw. die Komponente
Zs, die s enthélt.

e Bestimme, ob ¢ in Z; liegt. Falls ja, berechne einen Weg 7 C Z; mit
m(0) = a und w(1) = b.

24 B bezeichne die disjunkte Vereinigung AOB=AUBmit An B = 0.
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2.1 Reine Translationsbewegungen fiir konvexe Roboter

Beschrianken wir uns zunéchst auf den Spezialfall eines konvexen Roboters
mit m Kanten, der sich in einer Umgebung aus h Polygonen P; mit insgesamt

n Kanten und Vi # j : ]ODZ N ]%j: () bewegt. Aulerdem beschrinken wir uns
auf reine Translationsbewegungen, der Roboter darf also nur verschoben,
aber nicht gedreht werden. Die Ausrichtung des Roboters ist stets gleich,
damit hat der Roboter hier nur zwei Freiheitsgrade, und seine Plazierung
wird durch R(z,y) € C = R x R eindeutig beschrieben.

2.1.1 Voronoi-Diagramme zur Planung von Translationsbewegungen
mit Sicherheitsabstand

Sei zunéchst der Roboter R durch einen Kreis
gegeben. Kreisformige Roboter haben die Vorteile, R
dafl man keine Rotationsbewegungen zu betrachten
hat, wenn als Referenzpunkt der Kreismittelpunkt
gewihlt wird, und sie auflerdem als Approximation
fiir beliebige Roboter dienen koénnen, siehe nebenstehende Abbildung. Dabei
werden allerdings nicht alle Wege gefunden; man kann sich leicht Umgebungen
vorstellen, in denen der Roboter R eine Liicke zwischen zwei Hindernissen
passieren kann, wihrend der kreisféormige Roboter zu grof3 dafiir ist.

s Se t

Se

(i) (ii)

Abbildung 2.3: (i) Bahnplanung im Voronoi-Diagramm fiir Liniensegmente (ii)
Konstruktion von s’.

Das Problem laft sich 16sen, indem wir, wie in Abschnitt 77 beschrieben,
das Voronoi-Diagramm von Liniensegmenten bzgl. der Lo—Metrik mit den
Kanten der Hindernisse als Liniensegmente konstruieren, siche Abbildung 77?.
Wie in Algorithmus 7?7 beschrieben reduziert sich damit die Suche nach
einem kollisionsfreien Weg von s nach ¢ auf die Suche in dem planaren
Graphen V(£) von s’ nach t'. Wegen s,t € Cpe existiert eine Bewegung
von s nach s’ und von #’ nach t.
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Algorithmus 2.1 Bahnplanung mit Sicherheitsabstand fiir kreisféormige
Roboter

Vorbereitung:

e Konstruiere das Voronoi-Diagramm V(£) mit den Kanten der
Hindernisse als Liniensegmente. O(nlogn)

e Bereite das Voronoi-Diagramm fiir Point-Location vor.
mit Trapezzerlegung O(nlogn)

Query fiir zwei Punkte s, t:

o Lokalisiere s,t im Voronoi-Diagramm. O(logn)
e Sei s € VR(e, £), t € VR(4, £):

e Bestimme den zu s néchstgelegenen Punkt s, auf e.

e Bestimme Strahl S von s, durch s.

e s’ sei Schnittpunkt von S mit V(£); analog ¢'.

e Berechne mit Breitensuche in V(£) einen Pfad von s’ nach ¢’ mit
zuldssigem Mindestabstand oder berichte, daf3 es keinen solchen
gibt. O(n)

Mit dieser Methode erhélt man Pfade mit maximalem Sicherheitsab-
stand. Auflerdem lé8t sie sich auf die Translation konvexer Roboter verallgemeinern,
indem man mit dem Spiegelbild von R eine konvexe Distanzfunktion definiert
und das Voronoi—Diagramm von Liniensegmenten bzgl. dieser konvexen Distanzfunktion
berechnet. Nach einer Vorbereitungszeit von O(mnlogn) ermdoglicht dies,
eine Anfrage in Zeit O(mn) zu beantworten, siehe [?]. Auf nicht—konvexe
Roboter, Roboter mit mehreren Freiheitsgraden oder héhere Dimensionen
148t sich diese Methode nicht effektiv verallgemeinern. Das Prinzip der Reduktion
auf einen eindimensionalen Graphen 148t sich jedoch verallgemeinern, wir
werden spéter darauf zuriickkommen. Der Ansatz, in einer erzeugten Karte
einen Pfad zu suchen, ist als Roadmap—Approach bekannt.

2.1.2 Berechnung von Cyy;

Ein anderer Ansatz zur Berechnung reiner Translationsbewegungen konvexer
Roboter ist, den Raum der freien Konfigurationen Cg; explizit zu berechnen.
Nehmen wir zunichst an, die Hindernisse seien konvex. Betrachten wir ein
Hindernis P; und untersuchen, welche Positionen R(zx,y) aufgrund der P;
verboten sind. Von Lozano-Pérez stammt die Idee, die Hindernisse so zu
expandieren, dafl in der entstehenden Szene das Bahnplanungsproblem fiir
einen Punkt zu losen ist [?].
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Abbildung 2.4: Hindernis, Roboter und Konfigurationsraum—Hindernis.

Das zu P; gehorende expandierte Hindernis C'P; (Konfigurationsraum-—
Hindernis), ist definiert als

CP,:={ceC|R(c)NP, #0}.

Anschaulich ist der Rand von C'P; die Bahn des Referenzpunktes die ent-
steht, wenn der Roboter R um P; wandert, vgl. Abbildung ??.3 Abbildung ??
zeigt die Konfigurationsraum—-Hindernisse zu Abbildung ?77. Man beachte,
dafl Cge; hier aus zwei Komponenten besteht! Anstatt den Rand von R
um den Rand von P; herumzuschieben, kann man auch den Referenzpunkt
des am Ursprung gespiegelten Roboters —R = —R(0,0) um den Rand
von P; schieben. Das Konfigurationsraum—Hindernis zu P; ergibt sich dann
aus der Vereinigung von P; und allen Positionen von —R, bei denen der
Referenzpunkt auf dem Rand von P; liegt. Dies entspricht genau der Minkowski—
Summe von FP; und —R.

Definition 2.4 Die Minkowski-Summe zweier Mengen A, B C R? ist
Ao B:={a+blac Abe B}.

Bemerkung 2.5 Minkowski-Summen sind
(i) kommutativ: A® B=B® A,
(i1) assoziativ: A® (BeC)=(A® B)aC,

5In Anhang B findet sich eine Seite mit Robotern zum Ausschneiden und
Nachvollziehen der in diesem Kapitel vorgestellten Beispiele.
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Py
Ps

P,

P,
P

Abbildung 2.5: Konfigurationsraum—Hindernisse zu Abbildung ?7?.

(iii) distributiv bzgl. der Vereinigung: A® (BUC) = (A® B)U(Aa® ().

Lemma 2.6 Das zu P; gehorende Konfigurationsraum—Hindernis bzgl. R
15t
CF =P & (—R(0,0)).

Beweis.
Zeige: Vx,y : R(z,y) N P; # 0 < (x,y) € P; ® (—R(0,0)).
“=" Sei ¢ = (¢z,qy) € R(z,y) N P;

= (qz,qy) € R(z,y)
= (Qx - x?Qy - y) € R(O’O)

= (—¢z+z,—qy+y) € —R(0,0).
AuBerdem gilt (g, qy) € P;, insgesamt also

“«=" Sei (z,y) € P; & —R(0,0)
= W, qy) € Py, (rz,7y) € R(0,0) :
(2, y) = (q2: @) = (rasry) = (de = 7w @y — 1)
= (42, @y) = (z,y) + (rz,7y) € R(z,y) N B O
———
€R(0,0)
Minkowski—-Summen treten also bei der Bewegungsplanung in natiirlicher
Weise auf. Betrachten wir deshalb einige Figenschaften von Minkowski—
Summen.
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Definition 2.7 Gegeben sei ein Richtungsvektor d mit |d| = 1. Ein Punkt
p € P ist Extremalpunkt von P in Richtung d, wenn folgendes gilt: Die
zu d orthogonale Gerade g durch p teilt die Ebene in zwei Halbebenen, von
denen die eine zusammen mit g ganz P enthélt und die Andere den Punkt
p+d.

Bemerkung 2.8 FExtremalpunkte

der Minkowski-Summe P & R sind

Summen von Extremalpunkten von Pa®R p+r
P und R. r

Lemma 2.9 Seien P und R konvexe Polygone mit n bzw. m Kanten. Dann
ist P @ R konvez, hat maximal n +m Kanten und kann in Zeit O(n + m)
berechnet werden.

Beweis.

Die Konvexitét folgt aus der Definition der Minkowski—Summe.
Rotiere simultan zwei parallele

Tangenten Tp,Tr um P und

R. Wenn Tp eine Ecke p von

P beriihrt und gleichzeitig Tr P D R r

eine Ecke » von R, dann ist

p + r eine Ecke von P & R.

Alle Ecken von P & R entste-

hen auf diese Weise. Da alle Ecken von P und R genau einmal betrachtet

werden, braucht die Rotation Zeit O(n + m).

TP TR

a

Definition 2.10 Zwei durch Jordankurven* berandete Mengen A, B C R?
heifien ein Paar Pseudokreise (pseudo disks), wenn ihre Rédnder entweder
hochstens zwei echte Kreuzungen oder héchstens einen Beriihrpunkt aufweisen.

Abbildung ?7?(i) und (ii) veranschaulicht die Definition. Beispiele fiir
Pseudokreise sind Kreise, Quadrate und achsenparallele Rechtecke mit festem
Seitenverhéltnis (Abbildung ?7(i)—(iii)). Beliebige Rechtecke sind im allgemeinen
keine Pseudokreise (Abbildung ?7(iv)). Folgendes Lemma gibt eine dquivalente
Charakterisierung von Pseudokreisen; die Konvexitét ist dabei eine notwendige
Forderung, wie Abbildung ?7?(iii) zeigt.

4Eine geschlossene Kurve, die die Ebene in zwei Gebiete unterteilt.



2.1 Reine Translationsbewegungen fiir konvexe Roboter 87

(i) (ii) (iii)
Abbildung 2.6: (i) Pseudokreise, (ii) keine Pseudokreise, (iii) die Konvexitét ist eine
notwendige Forderung.
Lemma 2.11 Seien A, B konver. A, B sind genau dann Pseudokreise,

wenn A\B und B\ A zusammenhdingend sind.

Beweis. Ubungsaufgabe. |

(i) (i) (i) (iv)

Abbildung 2.7: (i)—(iii) Beispiele fiir Pseudokreise, (iv) Rechtecke sind im
allgemeinen keine Pseudokreise.

Tl T2

Abbildung 2.8: (i) p mul Element von Z sein, (ii) A U B kann nicht aus zwei
Zusammenhangskomponenten bestehen.

Lemma 2.12 Seien Py, P>, R konveze Polygone mit ﬁl N ﬁQZ (). Dann
sind A= Py ® R und B = P> ® R ein Paar konvezer Pseudokreise. [?]

Beweis.
Die Konvexitét folgt aus der Definition von @&. Wegen der Symmetrie geniigt
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es zu zeigen: A\ B ist zusammenhingend. Jede Zusammenhangskomponente
Z von A\B trigt zum Rand der konvexen Hiille ch(AU B) bei: Falls Z = A
ist, also AN B = (), miissen auch Punkte von A auf d ch(AU B) liegen; sonst
wire A C ch(AU B) = ch(B) = B. Ist Z eine echte Teilmenge von A, so
mufl 0Z einen Punkt p € 0B enthalten. Lege die Tangente 7" durch p an
B, dann liegt B vollstéindig auf einer Seite von T'; siehe Abbildung ?7?(i).
Verschiebe jetzt T parallel in die B entgegengesetzte Richtung, bis der letzte
Randpunkt p’ von A erreicht wird. Die Tangente 7" durch p’ an A ist auch
Tangente an A U B, also gilt p’ € 9ANdch(A U B).

di

Pl P2

da

Abbildung 2.9: Um A U B rotierende Tangenten wechseln zweimal zwischen A und
B, weil P; und P, disjunkt sind.

Nehmen wir nun an, es géibe zwei Zusammenhangskomponenten

Z1,Z5 in A\B.
= Es gibt zwei Richtungen Ji, d;, in denen A extremer als B ist,
d. h. die Tangente an ch(AUB) beriihrt A, sieche Abbildung ??(ii).
. m:?? Es gibt zwei Richtungen Ji, Jg, in denen P; extremer als P; ist.
¥>. . Da P, P, konvex und nicht leer sind, und P1 n Pg— (b gilt,

ist P; entweder in allen Rlchtungen zw1schen d1 und d2 oder
in allen Richtungen zwischen d2 und d1 extremer als Ps, siehe
Abbildung ?7?.

= A ist entweder in allen Rlchtungen zwischen d1 und d2 oder in
allen Richtungen zwischen d2 und d1 extremer als B.

= Eine um A U B rotierende Tangente beriihrt erst A, dann A U
B, B, AU B und schliellich wieder A, siehe Abbildung ?7.
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= Es gibt nur eine Zusammenhangskomponente %.

O
Theorem 2.13 (Kedem, Livne, Pach, Sharir, 1986)
Sei A1, ..., A eine Familie von polygonalen Pseudokreisen mit insgesamt n
Kanten. Dann hat 0\J A; die Komplexitit O(n). [?]
Beweis.
Auf 0JA; gibt es zwei Typen von Ecken: Ecken von Pseudokreisen —
davon gibt es maximal n Stiick — und Schnittpunkte von Kanten von

Pseudokreisen. Sei v ein Schnittpunkt zweier Pseudokreis—Kanten e; und
ej. Folge der Kante e; ins Innere von A;, dann gibt es wiederum zwei Fille:
1. Fall: e; endet in A;, dann stelle v dem Endpunkt von e; in A; in Rechnung.

2. Fall: e; geht durch A; hindurch. Auf
e; liegen dann zwei Schnittpunkte von A; A, A,
und A4;. Da A; und A; Pseudokreise sind,
kann es keinen weiteren Schnittpunkt geben.
Also mufl e; im Inneren von A; enden, €i
und wir kénnen v dem Endpunkt von e;

in A; in Rechnung stellen.

€j

Auf diese Weise wird jede Ecke w hichstens zweimal belastet, je einmal von
jeder von w ausgehenden Kante, falls diese sich mit den Réndern anderer
Ay kreuzt. O

Theorem ?7 gilt auch allgemeiner, ist jedoch in dieser Form viel schwieriger
zu beweisen:

Theorem 2.14 Sei Ay, ..., A eine Familie von Pseudokreisen. Dann hat
0UA; die Komplexitit O(n). [?]

Welche Komplexitit hat nun P@® R, wenn nicht beide Polygone konvex sind?

Lemma 2.15 Seien P, P> Polygone mit n bzw. m Ecken.
(i) Sind Py, P» konvex, so ist Py @ Py konver und hat die Komplexitit
O(m +n).
(ii) Ist nur Py konvex, so hat Py ® Py die Komplezitit O(mn).
(iii) Ist kein P; konver, so hat P; ® Py die Komplezitit O(m?*n?).
Alle Schranken sind scharf.
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(iii)

Abbildung 2.10: (ii) P; ® P, hat ©(mn) Ecken, wenn nur eines der Polygone konvex
ist, (iii) P, @ P, hat ©(m?n?) Ecken, wenn keines der Polygone konvex ist.



2.1 Reine Translationsbewegungen fiir konvexe Roboter 91

Beweis.
(i) Bereits gezeigt.
(ii) Trianguliert man Pj, so entstehen n — 2 Dreiecke D; mit paarweise

n—2
disjunktem Inneren und P, = {J D;.
i=1

n—2 n—2
PopP= (U Di> oP=) (Do P)
i=1 =1

o(m) Kanten

Dies ist nach Lemma ?? eine Familie von Pseudokreisen mit O(mn)
Kanten, also hat P; & P, die Komplexitdt O(mn) nach Theorem ?7.
n—2 m—2
(iii) Trianguliere Py und P, Pr = |J D; und P = U D;.
=1 j=1

1=

n—2m-—2
PlEBPQZU U D; ® D
i=1 j=1 ~——~—"

0(1) Kanten

Insgesamt erhalten wir O(mn) Kanten von denen sich jedes Paar kreuzen
kann, also O(m?n?) viele Schnittpunkte. Theorem ?? ist hier nicht
anwendbar, da |J D; ® D;, 1<i<n-21<j<m— 2 keine Familie
von Pseudokreisen ist (Ubungsaufgabe).

Abbildung ?? zeigt Beispiele, in denen die Schranken scharf sind. m|

Damit kénnen wir folgende Aussage beweisen:

Theorem 2.16 Sei R ein polygonaler, konvexer Roboter mit m Ecken,
und seien P; polygonale Hindernisse mit ingesamt n Ecken; dann hat Cge;
die Komplezitit O(mn) und kann in Zeit O(mnlog?(mn)) berechnet werden.

Beweis.
Es geniigt, Cyer, zu berechnen. P; habe n; Ecken. Triangulieren wir die P;,
so entsteht eine Familie von Pseudokreisen, fiir die gilt:

Cverb - U Pz D —R(O, O)
s N—

! Komplexitit O(m-n;)

Komplexitat O(mz n;)=0(mn)

Cyerb kann mit dem Divide—and—Conquer Algorithmus ?? berechnet werden.
Die Losung der dabei entstehenden Rekursion T'(k) < 2T (g) + Cklog k mit
k = mn liegt in O(klog? k):

T(k) <

2T(§) + Cklogk

k k k
< 4T(Z) + 205 log 5+ Cklogk
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<

o b k
< 2logkp(1) 4 w08k ICk’log?
< Ck+3xF 1 Cklogk

Ck + Cklog?k € O(klog? k)

Algorithmus 2.2 Berechnung von Cyerh,

e Unterteile die Hindernisse beliebig in gleichgrofie Teilmengen P; und

Po.
e Berechne rekursiv Cyeh, (P1) und Cyerb(P2) mit je O(mn) Kanten.

e Berechne mit Sweep die Vereinigung Cyerh(P1) U Cyerp(P2) in Zeit
O(mnlog(mn)).

Damit haben wir das Bahnplanungsproblem fiir konvexe Roboter und
Translationen zwischen polygonalen Hindernissen auf das Finden von Pfaden
fiir Punkte im zweidimensionalem Raum Cg.o; — d. h. zwischen polygonalen
Hindernissen mit GesamtgroBe O(mn) — reduziert. Dies la8t sich mit Algorithmen
zur Berechnung kiirzester Pfade oder mit dem in Algorithmus ?? beschriebenen
Roadmap—Verfahren I6sen.

Abbildung 2.11: Konfigurationsraum—Hindernisse und Roadmap.

Insgesamt erhalten wir folgendes Theorem:
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Algorithmus 2.3 Roadmap—Verfahren

Vorbereitung:
e Berechne die Trapezzerlegung von Cge; und die zugehorige Such-
struktur fiir Point-Location. randomisiert O(mn log(mn))
e Entferne die Trapeze, die im Inneren eines Hindernisses liegen.

e Plaziere je einen Knoten im Inneren eines jeden Trapez und auf
jeder vertikalen Verldngerung. O(mn)

e Verbinde adjazente Knoten (sieche Abbildung ?7)
~» Zusammenhangsgraph von Cge; (Roadmap).

Query:
e Lokalisiere s und ¢ in den Trapezen. O(log(mmn))

e Falls s und ¢t im selben Trapez liegen: verbinde s und ¢.

e Ansonsten verbinde s und ¢ mit den in den Trapezen liegenden
Knoten und fithre Breitensuche in der Roadmap durch. O(mn)

Theorem 2.17 Translationsbewegungen eines konvexen, polygonalen Roboters
mit m Ecken in einer Umgebung mit polygonalen Hindernissen mit insgesamt

n Ecken konnen nach O(mnlog?(mn)) (randomisiert) Vorbereitungszeit in
Zeit O(mn) geplant werden.

Algorithmus ?7 ist vergleichsweise einfach, jedoch nicht optimal.



94 Kapitel 2 Kollisionsfreie Bahnen fiir polygonale Roboter

2.2 Reine Translationsbewegungen fiir beliebige Roboter

Betrachten wir nun einen allgemeinen, polygonalen Roboter mit m Ecken,
der sich wie gehabt in einer Umgebung mit polygonalen Hindernissen P; mit
insgesamt n Ecken bewegt.

Eine mogliche Vorgehensweise wére, die konvexe Hiille des Roboters zu
betrachten und wie in Abschnitt 77 vorzugehen. Das Problem dabei ist
uns schon bei der Approximation durch kreisférmige Roboter begegnet: es
werden evtl. keine Bahnen gefunden, obwohl welche existieren.

Da der Roboter R nicht mehr konvex ist, hat Cg.e; hier nach Lemma 77 (iii)
die Komplexitat O(m2n2). Die Berechnung des gesamten Raumes Cy.; wire
also sehr aufwendig. Die Idee ist nun, nur noch diejenige Zusammenhangs-
komponente Z; von Cpe; zu berechnen, die die Startposition s enthélt. Dies
geniigt, denn wenn die Zielposition ¢ nicht in Z; liegt, ist das Bahnplanungsproblem
nicht 16sbar, andernfalls ist ein Pfad von s nach ¢ in Z; zu berechnen.

(i) (i)

Abbildung 2.12: Paare von Ecken und Kanten von P, und R erzeugen im
Konfigurationsraum ein Liniensegment.

Untersuchen wir einmal genauer, wodurch Cg.e; eingeschrinkt wird: Fiir
jede Ecke v des Roboters und jede Kante e eines Hindernisses erzeugt das
Ecke/Kante-Paar (v,e) im Konfigurationsraum ein Liniensegment ¢, iiber
das der Referenzpunkt des Roboters nicht hinweg bewegt werden darf. Dieses
Liniensegment entsteht durch Bewegung der Roboterecke v entlang der Hinderniskante
e. Andere Ecke/Kante—Paare werden dabei aufler acht gelassen. In Abbildung ?7?(i)
erzeugen die Ecke/Kante-Paare (v, e) und (v/, €’) auf diese Weise die Liniensegmente
¢ und ¢'. Weiterhin erzeugt jedes Kante/Ecke—Paar (e, v) einer Kante e des
Roboters und einer Hindernisecke v ein Liniensegment ¢, sieche Abbildung ??(ii).

Wir brauchen daher nicht zu jedem Hindernis das Konfigurationsraumhindernis
zu berechnen, sondern konnen jedes Ecke/Kante— und Kante/Ecke—Paar
einzeln betrachten. Fiir jedes dieser Paare erhalten wir ein Liniensegment.

Z ist dann eine Zelle in einem Arrangement von 2mn Liniensegmenten.
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2.2.1 Komplexitit und Berechnung einer einzelnen Zelle in
einem Arrangement von Kurvenstiicken

Wie kompliziert kann eine solche Zelle sein? Das folgende Theorem beantwortet
die Frage etwas allgemeiner, namlich fiir die Komplexitét einer Zelle in einem
Arrangement von Kurvenstiicken ohne Selbstschnitte:

Abbildung 2.13: Zelle in Arrangement von Kurvenstiicken.

Theorem 2.18 (Guibas, Sharir, Sifrony, 1989)

Sei A ein Arrangement von n Kurvenstiicken, von denen sich je zwei héchstens
s mal schneiden. Dann hat jede Zelle in A die Komplexitit O(Asy2(n)) C
O(nlog™n). [?]

As(n) bezeichnet die maximale Linge einer Davenport—Schinzel-Sequenz
der Ordnung s iiber einem Alphabet mit n Buchstaben, siehe Abschnitt ?77.

Fiir den Beweis von Theorem 7?7 betrachten wir eine Zelle. Der Rand
0Z von Z zerfillt in Zykel. Wir betrachten nur den &ufleren Zyklus, C, und
nehmen an, dafl C entgegen den Uhrzeigersinn orientiert ist. Wie man sich
leicht iiberlegen kann, reicht fiir die Komplexitétsbetrachtung der Zelle die
Betrachtung des dufleren Zykels aus (Ubungsaufgabe).

Nun orientieren wir jeden Bogen, z.B. von links nach rechts, wodurch
ein positiver und negativer Durchlaufsinn festgelegt wird. Den Zyklus C' aus
Abbildung 7?7 konnen wir so rein kombinatorisch durch die zyklische Folge

S=<Afvm 1 mE e sE s >
beschreiben.

Lemma 2.19 (Konsistenzlemma)
Die Segmente eines orientierten Bogens ’yf (v; ) erscheinen in C in derselben
Reihenfolge wie lings v; (v; ).

Beweis. Zur Représentation von fyj und 7, erweitern wir 7; zu einem
Schlauch ohne die Topologie von C' zu verdndern. Diesen Schlauch nennen
wir nun ebenfalls ;.
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g4t
Y6 Y7 V3
_ 73
5 . _
3 - vg Y7
+ 76
- +
Y3 AT D)
Vs v
2, +
71 71
T V4
Y2
o

Y2

Abbildung 2.14: Die orientierten Segmente von C.

Seien ¢ und n zwei Segmente auf einer Seite von ~;, die in C konsekutiv
sind, das heif3t, kein Stiick von ~; taucht zwischen ¢ und 7n entlang C' auf.
Unterscheiden wir je nach Verlauf der Kurve C, so kénnen wir einige Félle
ausschlieflen. In Abbildung 7?7 liegt die Zelle Z auf der linken Seite von C.
Da sie in i auf der Auflenseite des Schlauches liegen muss, ist dieser Fall
nicht moglich. Die Zelle Z lidge hier auf beiden Seiten von C.

Abbildung 2.15: Die Zelle Z lage hier auf beiden Seiten von C.

Dadurch ergeben sich zwei Félle, siehe Abbildung 77.

In beiden Fillen kénnen wir innerhalb des Schlauches eine Kurve e von
x € ¢ nach y € n legen, die ¢ und 7 verbindet. Das Kurvenstiick C'¥ nennen
wir im folgenden f. Die geschlossene Kurve aU 8 liegt im Komplement des
Inneren von Z.

In beiden Féllen liegt Z links von der gegen den Uhrzeigersinn orientierten,
geschlossenen Kurve C. Das bedeutet, dafl o U 8 die Kurve C' vom Segment
k zwischen ¢ und 7 separiert. Kein Punkt z € x liegt somit auf C. O

Um die Komplexitéiten der im Anhang beschriebenen Davenport—Schin-
zel-Sequenzen anwenden zu koénnen, miissen wir uns von der zyklischen
Betrachtung 16sen und eine lineare Ordnung der betrachteten Segmente
erschaffen.

Dabei kann der Fall auftreten, dal in der Sequenz s beziiglich eines
Startpunktes p einige orientierte Bogensegmente nicht mehr in der Reihenfolge
entlang der Segmente besucht werden, siehe zum Beispiel fy; in Abbildung 7?7,
daher verdoppeln wir diese Segmente einfach. Aus v; wird 73, und v5 5. Es
entsteht dabei eine lineare Sequenz s* mit 4n Segmenten.
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Fall A:
z Yy
¢ % =0 n
x a Yy
Fall B:
Cy=p
Z
¢ K n
x a y

Abbildung 2.16: Kein Stiick von ~; taucht zwischen ¢ und 7 entlang C' auf.

Y6

p 2 73

V5

V3.1

Y7

m Y4

V2

Abbildung 2.17: Das Segment 5 wird in der nicht-zyklischen Sequenz nicht in der
Reihenfolge gemifl der Orientierung besucht und wird deshalb am Startpunkt p
verdoppelt.

Bemerkung: Es kann tatséchlich vorkommen, dass wir jedes Segement
teilen miissen, siehe Abbildung 77.

Mit diesen Vorbereitungen zeigen wir die folgende Behauptung, mit der
Theorem 7?7 bewiesen wird.

Lemma 2.20 Die Sequenz s* ist eine (4n,s + 2) Davenport—Schinzel-
Sequenz.

Beweis. Es ist klar, daf} nie zwei Segemente 'yfj (7;.;) hintereinander stehen,
da ein Schnittpunkt dazwischen sein muf}. Es bleibt zu zeigen, daf sich keine
zwei verschiedenen Bogensegmente ¢ und n in der Sequenz s* mehr als s+ 2
mal abwechseln. Dazu nehmen wir an, es gébe eine solche (Teil-)Sequenz s*
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Abbildung 2.18: Wird der Startpunkt p gewéhlt, so mufisen alle Segmente geteilt
werden.

mit s+ 3 Wechseln und fiihren dies zu einem Widerspruch, indem wir zeigen,
daf sich ¢ und 7 dann mehr als s mal schneiden.
Fiir eine gegebene Sequenz

*

S = (o (i Cor e Goomyoe G (M)

mit den signifikanten ¢; und 7); fassen wir je 4 sukzessive Segmente zu einem
Quadrupel wie folgt zusammen.

G sm ¢ ,n2)
(771 )CQ y 12, C3)
(G2 ym2, G3, M3)

Der Index k und die Existenz von 7 héngt von s ab: wenn s+ 3 ungerade
ist, dann existiert 7, und es gilt k = % + 1. Wenn s + 3 gerade ist, entfallt
das letzte 1 und der Wert von k ist eine leichte Ubungsaufgabe.

Sei s+3 ungerade. In diesem Fall erhalten wir insgesamt s+1 Quadrupel:

(Clvnla 427 772)7 (7717 C?a 2, €3)7 (C277727 C37773)7 R (C%ﬂl#7 C%Hﬂ?%ﬂ)-

Die Anzahl der Quadrupel ergibt sich aus 2- (%) —1 Quadrupeln angefiihrt
von je % Elementen aus ¢ und % — 1 Elementen aus 7.

Wir zeigen, daB fiir jedes Quadrupel der Form ({;, ni, Giy1,mi41) (bzw.
(Miy Cit1, Mit1, Gir2)) genau ein Schnittpunkt zwischen ¢; und 7; (bzw. zwischen
n; und (1) liegen mufl. Damit hitten wir insgesamt s + 1 verschiedene
Schnittpunkte im Widerspruch zu der Annahme, dafl sich ¢ und 7 nicht
mehr als s mal schneiden. Ergo existieren héchstens s + 2 Wechsel.

Es bleibt zu zeigen, dal fiir ein beliebiges Quadrupel, nennen wir es
o.B.d. A. (G, mi, Gi1,mi+1) der besagte Schnittpunkt existiert. Dazu wéhlen
wir x € (;, y € (i1, 2 € n; und w € ;41 so, daB C' diese Punkte in
der Reihenfolge z, z,y,w besucht. Die Teilbdgen 87, Y, 8, und 3y aus C
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schneiden sich nur in den Endpunkten, weil C' eine geschlossene, einfache
Kurve ist. Wir betrachten weiterhin die Bogen gY € ¢ und 8Y¥ € n, siehe
Abbildung ?7.

Nach w? w
n
z Z
U
Z/
X 77/ Y C
w’ Nach w?

Abbildung 2.19: Die paarweise disjunkten Bogen 82, 8Y, 8, ¥, BY und Y.

y o Fw

Wir wollen zeigen, dafl sich 5Y und Y, wie Abbildung ?? durch den
Bogen B;”,/ angedeutet wird.

n BY
z ?
¢ pY '
Yy
w B
By ¢
u
n w
Z T
& By

Abbildung 2.20: Eine kreuzungsfreie Einbettung, wie sie von der angenommenen
Lage der Bogen induziert wird, existiert nicht.

Wir wollen einen formalen Widerspruchsbeweis fithren. Dazu nehmen
wir an, daf} sich 8Y und BY nicht schneiden. Wahlen wir einen Punkt « im
Inneren von Z, dann kénnen wir x, ¢, z und w kreuzungsfrei mit v verbinden.
Da die Bogen 7, 8Y, 8,, By, 8% und B allesamt kreuzungsfrei sind, hétten
wir den vollstdndigen Graphen K3 kreuzungsfrei in die Ebene eingebettet.
Das ist aber nicht moglich: wie in Abbildung 77 zeigt, kann man nicht,
jeden der Punkte u,w,z,y, z mit jedem anderen verbinden, ohne dafl sich
zwel Bogen kreuzen. Diese Tatsache 148t sich auch mit Hilfe der Eulerformel
und einer weiteren Abschétzung formal beweisen, siehe z. B. [?]. O
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Wie kénnen wir nun eine einzelne Zelle Z im Arrangement von n Kurvenstiicken
berechnen, die durch einen in Z enthaltenen Punkt — den Referenzpunkt
des Roboters — bestimmt ist?
Zur Berechnung gehen wir von folgenden Annahmen aus:
(i) Je zwei Bogen schneiden sich hochstens s mal.
(ii) Jeder Bogen hat nur konstant viele
vertikale Tangenten. Damit kénnen wir
ohne Einschrénkung annehmen, daf} alle
Bogen X—monoton sind, nicht X—mono-
tone Bogen kénnen an den Tangentenpunkten
der vertikalen Tangenten in X—monotone
Teilbogen zerlegt werden, vgl. Abbildung.

5

Kurve hier
zerlegen

Algorithmus 2.4 Berechnung einer Zelle im Arrangement von n Bégen

Gegeben: Punkt z, n Bogen.

Gesucht: Die Zelle Z im Arrangement der Bogen, die x enthélt.

o Zerlege die Menge der Bogen in gleichgrofie Teilmengen R und B.
e Berechne rekursiv im Arrangement A(R) die Zelle Zg, die x enthélt.
o Berechne rekursiv im Arrangement A(B) die Zelle Zp, die x enthélt.

e Berechne die Zusammenhangskomponente Z von Zr N Zp, die x
enthélt und berichte diese (Red-Blue-Merge).

Zr
Zp

Abbildung 2.21: Zr N Zp kann sehr komplex sein, obwohl Z recht einfach ist.

Ein erster Ansatz zur Losung dieses Problems ist der Divide—and—Conquer
Algorithmus ?7?. Das Problem dabei ist, daBl Zr N Zp sehr komplex werden
kann und die explizite Berechnung zu hohe Kosten verursacht. Abbildung 7?7
zeigt ein Beispiel, in dem Zi N Zp recht komplex ist, Z selbst jedoch recht
einfach. Wir brauchen also einen effizienteren Ansatz fiir den Merge—Schritt;

SDiese Forderungen sind erfiillt, wenn die Bégen durch algebraische Gleichungen vom
Grad O(1) beschrieben werden.
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die Frage ist nun, wie man die Zelle Z berechnen kann, ohne alle Zusammenhangskomponenten
von Zr N Zpg zu berechnen.

Betrachten wir einen etwas allgemeineren Fall; gegeben sind:

e Ein “rotes” Arrangement R mit ausgezeichneten Zellen Ri,..., Ry,
mit insgesamt r Ecken (Bogensegmenten).
e Ein “blaues” Arrangement B mit ausgezeichneten Zellen By, ..., By,

mit ingesamt b Ecken (Bogensegmenten). 6

e Eine Menge von Punkten p; € R,,NB,,, 1 <¢ <k —d.h. jeder Punkt
ist sowohl in einer roten als auch in einer blauen Zelle enthalten —,
wobei nicht jede Menge R, N B, ein p; enthalten mufl und verschiedene
p; in derselben Menge R, N B, liegen konnen.

Abbildung 2.22: Arrangement von roten und blauen Zellen und Uberlagerung.
Komplexitit der linken blauen (linken roten) Zelle: 6 (5) Segmente.

Betrachte nun das “violette” Arrangement V, das durch Uberlagerung des
roten Arrangements R und des blauen Arrangements B entsteht. In V liegt
jeder Punkt p; in einer Zelle Z;. Wir wollen nun diese Z; berechnen, jedoch
jede nur einmal, auch wenn sie mehrere Punkte enthélt.

Uber die Komplexitit dieser Zellen, d.h. die Anzahl Segmente auf dem Rand,
gibt das folgende Lemma Auskunft:

Lemma 2.21 (Kombinationslemma; Guibas, Sharir, Sifrony, 1989)
Fiir die Komplexitit der Zellen Z1,...,Zy, € < k gilt:" [?]

|Z1| + 1 Zo| + -+ |Zs] € O(r + b+ k)

Eine stirkere Version dieses Lemmas stammt von Edelsbrunner, Guibas
und Sharir [?], zu finden auch in [?]. Die Aussage von Lemma ?7? ist keineswegs

SWir bezeichnen im Folgenden die Segmente der Zellen R; und B; als Bégen, um sie
von den neuen Segmenten zu unterscheiden, die beim Schnitt der Zellen entstehen.
7¢ < k, da mehrere Punkte in derselben Zelle liegen kénnen.
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Abbildung 2.23: Der Bogen ¢ trigt zu vielen violetten Zellen bei.

trivial: ein Bogen kann zu vielen violetten Zellen, ja sogar mehrere Stiicke
zum Rand einer Zelle beitragen, siehe Abbildung ?7?7. Wir geben hier keinen
Beweis fiir Lemma ?7.

Wie lassen sich nun die Zellen Z; berechnen?

Theorem 2.22 Seien Z1,..., 7 diejenigen Zellen, welche die Punkte
P, ..., pr enthalten. Dann lassen sich die Zellen Zy,...,Z; in Zeit
O((r + b+ k)log(r + b+ k)) berechnen.

Beweis. Algorithmus ?? berechnet etwas mehr als verlangt, nidmlich alle
violetten Zellen, die einen Punkt ¢ € () im Abschlufl enthalten. Wie bereits
erwahnt, liegt die Schwierigkeit darin, nur diese Zellen zu berechnen, nicht
alle Zusammenhangskomponenten von R, N B,. Die beiden Sweeps sind
notwendig, da z.B. in Abbildung ?7(i) wéhrend des ersten Sweeps nicht
erkannt werden kann, dafl in a eine violette Region beginnt, da noch kein
q € @ entdeckt wurde. a liegt zwar auf dem Rand einer Zelle, ist jedoch
kein Endpunkt eines Bogens. Erst wenn die Sweepline ¢; erreicht, wird eine
violette Teilregion begonnen. Analog kann wihrend des zweiten Sweeps der
Beginn der violetten Region noch nicht im Punkt b sondern erst bei g3
erkannt werden.

Die Idee bei dem Sweep (Algorithmus ?7?) ist die Verwendung von je
einem oberen und unteren “Scout” je violetter Teilregion. Diese Scouts
bewegen sich mit der Sweepline weiter und helfen bei der Erkennung und
Behandlung von Ereignissen, die Einflufl auf den Verlauf des Randes der
violetten Region haben. Fiir die Abschéitzung des Arbeitsaufwands bei der
Ereignisbehandlung ist wichtig, daf} jeder Bogen von hichstens einem oberen
Scout und hdchstens einem unteren Scout bewacht wird, der sich auf einem
Bogen der anderen Farbe bewegt. Es treten zwei Arten von Aktualisierungen
der Ereignisstruktur auf:

A: berechne den in X-Richtung néchsten Schnittpunkt zwischen Scout und

8Die Schnittpunkte gleichfarbiger Bogen gehéren zwar zur Ereignisstruktur, jedoch
nicht zu Q. Ansonsten wiirde in Abbildung ?7?(i) bereits in Punkt a eine Region beginnen!
Diese Schnittpunkte sind aus dem letzten Rekursionsschritt bekannt, miissen also nicht
explizit berechnet werden.
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Algorithmus 2.5 Red-Blue-Merge

e Sei Q := {pl, ... ,pk} U { Endpunkte von auf dem Rand der roten
oder blauen Zellen liegenden Bogen } n:=r+b+k, |Q €O(n).

e Fiir jedes ¢ € @Q: berechne mit gewodhnlichem Sweep in den
Arrangements R und B die vertikalen Segmente von g nach oben
und unten zum néchsten roten und blauen Bogen. Diese werden wie
zusitzliche Bogen behandelt (Abbildung ?7?(i)). O(nlogn)

e Sortiere die ¢ € Q und alle Ecken® der Zellen R, und B, nach auf-
und absteigenden X-Koordinaten (Ereignisstrukturen).  O(nlogn)

e Sweep von links nach rechts:
Berechne die Teile der violetten Teilzellen, die rechts vom linkesten
darin enthaltenen ¢ € @ liegen.

e Sweep von rechts nach links:
Berechne die Teile der violetten Teilzellen, die links vom rechtesten
darin enthaltenen g € @ liegen.

o Setze die Teilregionen zusammen. O(n)

beobachtetem Bogen.
B: berechne den in X—Richtung néchsten Schnittpkt. zwischen beiden Scouts.
Folgende Ereignisse konnen auftreten:

1. Eine neue Region startet. Zeit O(1) fiir das Anlegen einer neuen Region
und zwei Scouts, Aktualisierungen A und B.

2. Schnittpunkt von B6gen gleicher Farbe oder Endpunkt eines Bogens.
Evtl. muBl ein beobachtender Scout einen neuen Bogen beobachten,
Aktualisierung A.

3. Der Scoutbogen und der beobachtete Bogen treffen aufeinander. Der
Scout wechselt auf den beobachteten Bogen und beobachtet den ehemaligen
Scoutbogen, Aktualisierung A und B.

4. Die Scouts treffen aufeinander. Eine violette Teilzelle endet, die Scouts
verschwinden, Zeit O(1).

5. Ein Punkt ¢ € @ wird in einer aktiven Region angetroffen. Die aktive
Region endet und es entstehen ein oder zwei neue Teilzellen. Wir
brauchen O(1) Zeit um festzustellen, dafl ¢ zwischen den Scouts liegt
und O(1) Zeit fiir den Abschluf} der alten Teilzelle und den Beginn der
neuen Teilzelle(n) wie unter 1.
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Pro Ereignis tragen wir konstant viele neue Schnittpunkte in die Ereig-
nisstruktur ein, das Einfiigen und die Aktualisierung der Sweep—Status—
Struktur kostet uns jeweils O(logn). Wir haben nach Lemma ?? O(r + b+
k) = O(n) viele Ereignisse. Damit konnen alle violetten Regionen in Zeit
O(nlogn) berechnet werden. O

Abbildung ?? zeigt zwei Beispiele fiir die Aufgabenteilung der Scouts:

(i) In Punkt a wechselt der Scout O; von einem roten auf einen blauen
Bogen und bewacht jetzt den roten Bogen, auf dem er vorher gelaufen
ist. O9 muf} aktiv werden und den blauen Rand bewachen.

(ii) In Punkt b ist das Ende einer violetten Teilregion erreicht. Der obere
und untere Scout der Teilregion treffen zusammen und verschwinden,
der Scout Oy wird aktiv und bewacht den blauen Rand.

In beiden Féllen wird der aktiv werdende Scout O, durch binire Suche in
der Sweep—Status—Struktur gefunden.
Insgesamt konnen wir festhalten:

Theorem 2.23 Gegeben seien n Bigen mit O(1) senkrechten Tangenten;
je zwei Bogen schneiden sich hochstens s mal. Die Zelle Z im Arrangement,
die einen gegebenen Punkt x enthilt, kann in Zeit O(\sy2(n) log? n) berechnet
werden.”

Beweis. Die Laufzeit ergibt sich aus der Rekursionsgleichung T'(n) = 27°(%)+
Merge(n) fiir den Divide-and—Conquer Ansatz. Die Kosten fiir einen Merge
betragen nach Theorem ?? O((r+b+k)log(r+b+k)). In unserem Fall gilt
k =1 und mit Theorem ?? r + b € O(As12(n)). Insgesamt also Merge(n) €
O(Ast2(n)log(As42(n)) € O(As42(n)logn). Damit ergibt sich

¢
T(n)=2T(1)+C - Z Asi2(n)logn € O(\gy2(n)log?n) .
i=1

“log?(n) = log(n) - log(n).
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(i) (i)

Abbildung 2.24: (i) Zusétzliche vertikale Segmente, (ii) bei ¢ beginnt keine violette
Region.

q1 q1

q3 q3
a 42 b a a2 b

(i) (ii)

Abbildung 2.25: (i) Sweep von links nach rechts, (ii) Sweep von rechts nach links.



106 Kapitel 2 Kollisionsfreie Bahnen fiir polygonale Roboter

bewacht
oberer Scout

unterer Scout

bewacht

(i)

oberer Scout

q zwei Scouts
(oberer und unterer)

unterer Scout

(i)

Abbildung 2.26: In ¢ starten (i) eine oder (ii) zwei violette Teilregionen mit Scouts.

bewacht

0o
hat Pause
R

12

(i)

0o
wird aktiv

01
Rﬂl

U

02 02

hat Pause wird aktiv
RH2

(if)

Abbildung 2.27: Beispiele fiir die Aufgaben der Scouts.
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Algorithmus 2.6 Sweep zur Berechnung der Teilzellen

(hier: Sweep von links nach rechts, rechts nach links analog)

Ereignisstruktur: Priority—Queue W sortiert nach X-Koordinaten,
initialisiert mit den Punkten aus ) und allen Knoten auf dem Rand
der blauen und roten Regionen.

Sweep—Status—Struktur: enthilt die Bogen entlang der Sweepline, nach
Y—-Koordinaten sortiert. Fiir jeden Bogen wird ein Zeiger auf den
beobachtenden Scout gespeichert und pro Scout ein Zeiger auf den
Bogen, auf dem sich der Scout bewegt und den Bogen, den der Scout
beobachtet.

Ereignis: Wenn ein Punkt ¢ € @) angetroffen wird, benutze die vertikalen
Segmente von ¢ um festzustellen, ob bei ¢ eine violette Teilregion
beginnt. Dies ist genau dann der Fall, wenn g sowohl in einem R,
als auch in einem B, enthalten ist. In Abbildung ??(ii) beginnt in ¢
keine violette Region, da ¢ ¢ J B,,. Falls ja, beginne bei ¢ eine oder
zwei violette Teilregionen, und starte am oberen und unteren Rand
jeder Teilregion je einen Scout, sieche Abbildung 77?.

Aufgaben der Scouts:
Hier die Aufgaben des oberen Scouts O, der untere Scout verhélt sich
symmetrisch.

e Der Scout startet auf dem zu ¢ nichsthoheren Bogen. Hier starte
O o0.B.d. A. auf einem roten Bogen p.

e Der Scout bewegt sich mit der Sweepline.

e Der Scout bewacht den néchsthoheren blauen Bogen 5:

o Berechne den in X-Richtung néchsten Schnittpunkt =z
zwischen g und § und trage ihn in W ein (Abbildung ?7(i),
Punkte a und b).

o Wenn die Sweepline den Punkt z erreicht, wechselt O auf g
und bewacht p.

o Wenn ( endet oder einen anderen blauen Bogen schneidet,
beobachte analog den nichsthcheren Bogen 3.

e “Arbeitsteilung”: falls zwei Scouts denselben Bogen bewachen,
ist nur der oberste aktiv. Léngs der Sweepline gilt also: der
Rand einer blauen Region wird nur von dem obersten darunter
befindlichen Scout auf einem roten Bogen bewacht. Diese
Invariante mufl bei jedem Ereignis aktualisiert werden.

e O beobachtet den unteren Scout, d.h. ihr Schnittpunkt wird
berechnet und falls existent in W eingetragen. Wenn beide sich
treffen, ist das Ende der violetten Region erreicht und beide
Scouts verschwinden (Abbildung ?7?(i), Punkt ¢). Die violette
Region endet evtl. schon eher, falls ndmlich ein weiterer Punkt
aus @ zwischen den Scouts erreicht wird.
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2.2.2 Anwendung: Translation eines beliebigen Polygons

Mit den Ergebnissen des vorherigen Abschnittes kénnen wir nun unser Bahnplanungsproblem
16sen:

Theorem 2.24 Sei R ein polygonaler Roboter mit m FEcken, der sich in
einer Umgebung mit polygonalen Hindernissen P; mit insgesamt n FEcken
bewegt. Gegeben seien Start— und Zielposition s,t. Dann lifit sich in Zeit
O(mn a(mn) log®(mn)) eine kollisionsfreie Translation von s nach t be-
stimmen oder feststellen, dafS keine solche existiert.

Beweis. Die Laufzeit von Algorithmus ?7 folgt aus Theorem ?? mit A\3(mn) €
O(mn a(mn)) (Theorem ?7 auf Seite 77). O

Wenn man bedenkt, daB a(mn) fast konstant ist und auch log?(mn) nur
sehr langsam wichst, so bleibt im wesentlichen eine Laufzeit von O(mn).
Angesichts dieses doch recht komplexen Problems ein bemerkenswertes Ergebnis!

Algorithmus 2.7 Translation eines beliebigen Roboters

Vorbereitung;:
e Betrachte das Arrangement A der 2mn Liniensegmente, die sich
aus den Bedingungen der Ecke/Kante—Paare ergeben.

e Konstruiere in A die Zelle Z, die s enthélt.
Komplexitit O(mn a(mn)), Laufzeit O(mn a(mn)log®(mn))

e Fiithre Trapezzerlegung in Z aus, und konstruiere den
Zusammenhangsgraph (Sweep). O(mn a(mn) log(mn))

Query: fiir gegebenes t:

e Bestimme das Trapez, das ¢ enthilt. O(log(mn))
e Finde einen Pfad von s nach ¢ im Zusammenhangsgraph.
O(mn a(mn))

Abbildung 2.28: Trapezzerlegung und Zusammenhangsgraph einer Zelle.
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2.2.3 Anwendung: Allgemeine Systeme mit zwei Freiheitsgraden

Py

Py

Abbildung 2.29: Roboter mit zwei Armen und Freiheitsgraden « und ~.

Bisher haben wir nur die Translation von Polygonen betrachtet, die
eindeutig durch die Position ihres Referenzpunktes bestimmt sind, also zwei
Freiheitsgrade (DOF) haben. Der Ansatz des vorherigen Abschnittes ist
jedoch allgemein genug, um andere Systeme mit zwei Freiheitsgraden zu
behandeln! Abbildung ?? zeigt einen Roboter mit zwei Armen, dessen Position
durch die beiden Winkel o und v eindeutig beschrieben wird. Sein Konfigurationsraum
ist also C = [0,2m) x [0, 2m).

Wie sieht hier der Rand des Raumes der freien Konfigurationen Cg.e; aus?

Ein Segment auf dem Rand von
Cirei entsteht z. B. durch den Kontakt
einer Hindernisecke mit dem vorderen (v, w)
Arm (siehe Abbildung). Da die Hindernisecke v
nicht den Endpunkt von R beriihrt, 1 v
muf} ein A € [0, 1] existieren, so daf
fiir den Kontaktpunkt (v, w) gilt: /

w sin o sin
v — COS & w — sin o

=\ = = -
COS Y sin vy

mit x := cosa,y := cos7y :
(v—z)y1-y* = (w—V1-2a2)y
s w-2)21-9%) = (w?—2wVv1-22 +1-2%)y2%

Aus der letzten Gleichung hebt sich 22y? fort. Lost man nach der Wurzel
auf und quadriert die Gleichung, so ergibt sich eine Gleichung vom Grad!'®

"Der Grad eines Polynoms mit mehreren Variablen ist die Summe der Grade (d. h. der



110 Kapitel 2 Kollisionsfreie Bahnen fiir polygonale Roboter

6 in z,y. Wegen 0 < A\ < 1 beschreibt diese ein Bogenstiick vom Grad 6.
Es handelt sich dabei um Bogen im Konfigurationsraum des Roboters, die
Bogen sind daher nicht direkt in der Anschauung ablesbar.

Y=aX+b

Ein anderer Typ von Segmenten
(v, w)

auf dem Rand von Cy.; entsteht durch
den Kontakt des Roboterkopfes mit v
einer Wand. Die Wand 1483t sich durch

1
eine Gerade Y = a X + b beschreiben, @
und fiir den Kontaktpunkt (v, w) gilt:

(v,w) = (cosa+cosvy,sina+siny)e{Y =aX+0b}

& a(cosa+cosy)+b=sina+siny

S alz+y)+b=V1—122 4+4/1—y>
s alz+y)?+b—2+22+ P =V1-—22/1—y2

Durch Quadrieren der letzten Gleichung ergibt sich ein Bogenstiick vom

Grad 4.

Alle Konfliktbogen haben einen Grad kleiner gleich 6, mit Bezouts Theorem!!

folgt, daB je zwei Bogen hochstens 62 Schnitte haben. Mit Theorem ?7? auf
Seite 77 folgt, daf fiir dieses Problem kollisionsfreie Bewegungen in Zeit
O(A3g(n)log®n) C O(nlog®™ n) geplant werden kénnen.

hochsten Potenzen) der einzelnen Variablen.
H17wei algebraische Kurven von Grad m und n schneiden sich in héchstens m-n Punkten.
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2.3 Rotations— und Translationsbewegungen fiir
konvexe Roboter

Abbildung 2.30: Bahn eines Roboters mit Rotationen und Translationen.

Bisher hatten wir nur Translationsbewegungen des Roboters betrachtet.
Fir kreisformige Roboter ist dies keine Einschrdnkung, um jedoch einen
langgezogenen Roboter zu bewegen, kann es sehr wohl nétig sein, diesen zu
drehen, um enge Passagen zu iiberwinden oder Hindernisecken zu umschiffen.

In diesem Abschnitt wollen wir Bewegungen betrachten, die sowohl aus
Translationen als auch aus Rotationen bestehen kénnen, jedoch beschrinken
wir uns auf den Fall eines konvexen Roboters. Ein Beispiel fiir Roboter, die
beliebige Translations— und Rotationsbewegungen ausfithren kénnen, sind
Fahrzeuge mit Mecanum-Rédern.'?

R sei — wie gehabt — durch ein konvexes Polygon mit m Ecken gegeben
und bewege sich in einer Umgebung mit polygonalen Hindernissen P; mit
insgesamt n Ecken. Ein klassischer Spezialfall dieses Problems ist die Bewegung
einer Leiter (Piano-Movers—Problem, siche Abbildung ?7); im Gegensatz zu
Abschnitt ?? interessieren uns hier jedoch keine kiirzesten Pfade.

Theorem 2.25 (Ke, O’Rourke, 1987)

Die Bewegung eines Liniensegmentes mit Translation und Rotation in einer
Umgebung mit polygonalen Hindernissen mit insgesamt n Ecken kann Q(n?)
viele Schritte erfordern. [?]

12Rider, auf deren Umfang mehrere Rollen in einem Winkel von 45°
zur  Orientierung  angeordnet  sind. Durch  geeignete  Ansteuerung  aller
Réader sind  beliebige  Translations— und  Rotationsbewegungen  moglich.
[http://prt.fernuni-hagen.de/forschung/mecanum-de.html]



112

Kapitel 2 Kollisionsfreie Bahnen fiir polygonale Roboter

Abbildung 2.31: Kann die Leiter von s nach ¢t bewegt werden?

Beweis. Abbildung ?? zeigt eine Umgebung, in der (n?) viele Schritte

gebraucht werden, um das Liniensegment L von s nach ¢ zu bewegen:

13

Sei (i,7 + 1) eine feste Liicke zwischen den B-Pflocken. Um den B-—
Pflock i + 1 zu iiberwinden, mufl L in die Kerbe i+ 1 hineingeschoben
werden.

Die Kerben sind so konstruiert, dass das Uberwinden eines B-Pflocks
mit ungeradem (geradem) Index nur in der ersten (letzten) Liicke
zwischen den A-Pflocken moglich ist.

Schiebt man L ganz nach unten, so kann man eine konstante Anzahl
von A—Pflécken iiberwinden, bis L den néchsten C—Pflock beriihrt.

Um einen C—Pflock zu iiberwinden, schiebt man L hoch bis zur oberen
Wand.

Um in einer festen Liicke zwischen den B—Pflocken die Orientierung
von L folgendermaflen zu &ndern, sind Q(n) Ziige notig:

0\ [ ) — O/ [ )
7 i+1 A i+1

Zur Uberwindung aller B-Pflscke von s nach ¢

miissen abwechselnd rechte und linke Kerben aufgesucht werden, was
je einen Durchlauf durch die Reihe der A—Pflocke erfordert, insgesamt
also Q(n?) Ziige. 0

3Besser als jede Erklirung ist es sich das Applet  Bewegung

einer

Leiter m 2 Dimensionen anzuschauen, dass unter

http://www.geometrylab.de/LowerBound2D /index.html (Stand 2009) zu finden ist.
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5o 3 6 4,
7
A
B L
1234567
C

Abbildung 2.32: Die Bewegung eines Liniensegments kann §2(n?) viele Schritte
erfordern.

Bemerkenswert ist, dafl in Theorem 7?7 nicht mit der Komplexitit von
Cirei argumentiert wird, die Aussage bezieht sich vielmehr auf die Anzahl
der notwendigen Schritte. Die Planung der Bahn kann nicht einfacher sein.

Bemerkung 2.26 Im R? kann die Bewegung eines Liniensegments Q(n*)
Ziige erfordern und in Zeit O(n®logn) geplant werden. [?]

Wir wollen nun im IR? Rotations— und Translationsbewegungen fiir beliebige
konvexe Roboter planen. Der Roboter hat drei Freiheitsgrade: (z,y,0) € C =
R? x [0,27), vereinfacht auch C = R3.

Die Konfigurationsraum-Hindernisse C'P; sind hier keine Polyeder mehr,
sie haben gekriimmte Flichen und Kanten. Es sind durch Regelflichen'4
berandete, dreidimensionale Objekte. Betrachtet man den Schnitt eines C'P;

MFl4chen, die bei der Bewegung eines Liniensegments im Raum entstehen.
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CP;
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R
0
x
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Y
Yy
Arbeitsraum Konfigurationsraum

Abbildung 2.33: Konfigurationsraum—Hindernis bei Rotation und Translation.

mit einer Ebene mit konstantem 6;, so ist der Schnitt genau die Minkowski—
Summe P; & —R(0,0,6;). Man kann sich ein Konfigurationsraum-Hindernis
also als den Stapel der Minkowski-Summen iiber alle 6; vorstellen, siehe
Abbildung ?7.

Im Prinzip wiirde der Ansatz, den Raum

Cirei in Zellen zu zerlegen und einen Zusammenhangsgraph 7!
zu konstruieren, hier auch funktionieren, wére R
aber sehr schwierig zu implementieren. 0

r

Ein naiver Ansatz ist, mit fester Orientierung
0; fiir 6; = i- 2, 0 <4 <k — 1 mit bisher
bekannten Verfahren Translationsbahnen zu
planen und die 2-DOF-Losungen geeignet zusammenzusetzen. Dies liefert
jedoch nicht immer korrekte Losungen: die Rotation zwischen zwei Schichten
0; und 0;41 kann eine Kollision mit einem Hindernis verursachen, wenn
niamlich die Konfigurationen (z,y,0;) und (x,y,0;11) in Cpe liegen, die
Konfiguration (z,y,6") mit einem Winkel 6’ zwischen 6; und 6;; jedoch
verboten ist.

Eine mogliche Abhilfe wére, den Roboter R um % zu drehen und

die dabei iiberstrichene Fliche als Roboter R’ fiir die Translationsplanung
zu betrachten. Die mit diesem Ansatz berichteten Bahnen sind dann stets
kollisionsfrei, jedoch wird fiir R’ evtl. keine Bahn gefunden, obwohl fiir R



2.3 Rotations— und Translationsbewegungen fiir konvexe Roboter 115

eine Bahn existiert.

Der naive Ansatz widerspricht also unserem Ziel
korrekter Bahnplanung. Trotzdem werden wir die
Idee, nur endlich viele Orientierungen zu verwenden,
weiter verfolgen; wir miissen nur die richtige Auswahl
an Orientierungen finden.

Zur Vorbereitung betrachten wir im folgenden
Abschnitt kritische Plazierungen des Roboters.

2.3.1 Kritische Plazierungen

Pl Pl P W3
1
S M w S3
w
R W R R
w.
3 P2 Sg W3
PS 53 52 P2

(i) (i) (iif)

Abbildung 2.34: Kritische Plazierungen.

Definition 2.27 Sei R ein konvexer Roboter mit m Ecken, und seien P;
polygonale Hindernisse. Ein Kontaktpaar O = (W, S) liegt vor, wenn

(a) W ist eine Hinderniskante und S eine Roboterecke (Typ I) oder

(b) W ist eine Hindernisecke und S eine Roboterkante (Typ II) oder

(c) W ist eine Hindernisecke und S eine Roboterecke (Typ III)
und W beriihrt S.

Eine halbfreie!® Plazierung (z,y, #) von R heifit kritische Plazierung

genau dann, wenn an der Plazierung

(A) drei paarweise verschiedene Kontaktpaare vom Typ I oder II oder

(B) ein Kontaktpaar vom Typ IIT und ein Kontaktpaar vom Typ I oder II
beteiligt sind.

Abbildung ?? zeigt Beispiele fiir kritische Plazierungen. (i) zeigt den
“klassischen” Fall, in dem der Roboter an drei Stellen ein Hindernis beriihrt,
also drei Kontaktpaare vom Typ I oder II beteiligt sind. (ii) und (iii) zeigen
Beispiele fiir kritische Plazierungen, an denen ein Kontaktpaar vom Typ III
beteiligt ist. Kritische Plazierungen spielen eine wichtige Rolle, wie folgendes
Lemma zeigt:

15Zur Erinnerung: Eine Plazierung heifit halbfreie Plazierung wenn der Roboter eine
Hinderniswand beriihrt.
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3. P,
T3
1.
T2 w
P, R
R 2. R 3. T1 e T
P, P, ‘p
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3 3
2 R R R
P; P, p; P,

(iv) (v) (vi)

Abbildung 2.35: Beweis: In jeder Zusammenhangskomponente gibt es mindestens
eine kritische Plazierung.

Lemma 2.28 In jeder Zusammenhangskomponente von Cye; gibt es mindestens
eine kritische Plazierung.

Beweis. Starte mit freier Plazierung von R und bewege R nach unten, bis
R ein Hindernis beriihrt. Nehmen wir o.E. an, eine Ecke von R beriihre
die Kante eines P;, sieche Abbildung ?7?(i). Verschiebe dann R lings dieser
Kante, bis einer der folgenden Fille eintritt:

1. Es entsteht ein weiterer Kontakt zu einem Hindernis P; (Abb. (ii)).
Falls eine Ecke R eine Ecke von P; beriihrt, hat R eine kritische
Plazierung erreicht, ansonsten bewege R unter Aufrechterhaltung der
Kontakte zu P; und P;. Man kann sich leicht klarmachen, dafl dabei
einer der folgenden Fille eintreten mufl (Abbildung ?7?(iii)):

(a) Eine der beiden Kontaktecken von R erreicht eine Hindernisecke
(r1 erreicht v oder 73 erreicht w).

(b) Eine Kante von R erreicht eine Hinderniskante (1o erreicht e).

(c) Es entsteht ein weiterer Hinderniskontakt (R beriihrt die Hindernisecke
x. Diese kann zu einem dritten Hindernis P gehoren oder zu F;
oder Fj).

In allen Féllen ist ein dritter Kontakt entstanden und R hat eine
kritische Plazierung erreicht.
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2. Es wird ein Endpunkt v erreicht (Abbildung ??(iv)). Rotiere dann R
um v, bis

(a) R hat Kontakt zu weiterem Hindernis P; (Abb. (v)).
(b) R hat weiteren Kontakt zu Hindernis P; (Abb. (vi)).

In beiden Féllen hat R eine kritische Plazierung erreicht. 0

Im folgenden wollen wir die Anzahl der kritischen Plazierungen vom Typ A
abschétzen. Die Anzahl moglicher Plazierungen vom Typ B ist dagegen mit
O(m?n?) sehr einfach anzugeben (Ubungsaufgabe).

Bemerkung 2.29 Wenn man R unter Aufrechterhaltung von zwei Kontaktpaaren
bewegt, beschreibt der Referenzpunkt eine Kurve vom Grad < 4.

Beweis. Siche [?]. 0

Korollar 2.30 Fir je drei Kante/Ecke—Paare!® O; = (W;,S;) gibt es
hdochstens vier halbfreie Plazierungen von R, bei denen die Kontakte O; ent-
stehen. [?]

Beweis. Angenommen, bei O3 = (W3, .S3) ist

S3 eine Ecke von R. Lege den Referenzpunkt K 0
auf S3. Halte O; und Oy fest und bewege O, R 2
R. Ss

= S3 beschreibt Kurve K vom Grad < 3

4. (Abbildung schematisch)
= K hat < 4 Schnitte mit Ws.

Angenommen, bei allen O; ist 5; eine Kante S
von R. Dann halte R fest und bewege die S, ow, W
Hindernisse, d. h. bewege das Dreieck W1 WoWs - R

der Hindernisecken unter Aufrechterhaltung 533

der Kontakte mit den Roboterkanten Si,S9
und S3. Damit kann wie oben gefolgert werden. O

Es gibt 2mn mogliche Kontaktpaare O; vom Typ I oder II, von denen wir
drei auswihlen. Insgesamt kann es also hochstens 4 - (2’;’;”) € O(m3n?) viele
kritische Plazierungen geben. Von der Konvexitéit des Roboters haben wir
dabei noch keinen Gebrauch gemacht!

Theorem 2.31 Fiir nichtkonvere Roboter kann es ©(m3n?) viele kritische
Plazierungen geben.

Beweis. Siehe Abbildung ?7. O

Fiir konvexe Roboter gilt jedoch:

16Zur Erinnerung: W; bezeichnet den am Kontakt beteiligten Teil des Hindernisses, S;
den des Roboters.
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Abbildung 2.36: Ein nichtkonvexer Roboter mit ©(m3n3) kritischen Plazierungen.

Theorem 2.32 (Leven, Sharir, 1987)
Die Anzahl der kritischen Plazierungen eines konvexen m—Ecks R zwischen
Polygonen mit insgesamt n. Ecken liegt in O(mn Ag(mn)). [?]

Dabei gilt A\¢(mn) € O(mnlog*(mn)), die Anzahl der kritischen Plazierungen
ist also kaum mehr als quadratisch.

Zum Beweis dieses Theorems sind einige Voriiberlegungen notig. Betrachten
wir zunéichst alle moglichen Arten von zwei Kontaktpaaren O1, Os zwischen
R und den Hindernissen, siehe Abbildung ??. Nehmen wir an, die beiden
Tangenten 717 und T3, die durch Verldngerung der beiden Kontaktpaare ent-
stehen, seien nicht parallel. Verschiebt man nun R ldngs der Tangente T}
(0.E.) auf den Schnittpunkt S mit der anderen Tangente zu, so entsteht an
der Kontaktstelle Oy ein verbotener Schnitt. Falls dieser verbotene Durchschnitt
bis zum Ende der Translation entlang der Kante andauert, so sagen wir, O
wird von O9 bei Winkel 6 beschriankt. Genauer:

Definition 2.33 Seien O1, Os zwei Kontaktpaare, 71 und 75 die Verldngerungen
der beteiligten Kanten. O3 beschrinkt O; bei Winkel 6, wenn eine Plazierung
R(z,y,0) mit den Kontaktpaaren O7 und Os existiert, so dafl R’ = ch(S; U

Sy) stets Wa schneidet, wenn R bei fester Orientierung 6 entlang der Tangente

T unter Beibehaltung des Kontaktes O; in Richtung des Schnittpunktes S

von 77 und 75 verschoben wird.

Die konvexe Hiille ch(S;USs) ist in Abbildung ?? hellgrau dargestellt, in
(i) gilt ch(S1US2) = £. Im folgenden bezeichnen u, /o die Endpunkte der am
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Abbildung 2.37: O, beschrinkt O;.

Kontakt beteiligten Kanten in Richtung S, v/ die Endpunkte der Kanten
in die andere Richtung und x; sei der Beriihrpunkt des Kontaktpaares.

Die Definition der Beschrinkung setzt voraus, dafl sich die Tangenten
T1 und T5 schneiden. Es gibt jedoch Fille, in denen 77 und 75 parallel sind,
z.B. wenn eine Roboterkante (S; = S2) zwei Hindernisecken beriihrt oder
beide involvierten Kanten parallel sind. In allen anderen Fillen gilt:

Lemma 2.34 Fiir zwei Kontaktpaare O1 und Oo gilt — von degenerierten
Fillen abgesehen — mindestens eine der beiden Aussagen:

(i) O1 beschrinkt Oy bei 6.

(ii) Oy beschrinkt Oy bei 6.

Beweis. (Skizze)
Betrachte die Fallunterscheidung in Abbildung ??. In den Féllen (i) und (iii)
sei £ die Verbindung zwischen den Kontaktpunkten x; und 3, in den Féllen
(ii) und (iv) die Verbindung zwischen der beteiligten Roboterecke S; bzw.
So und der Ecke vs bzw. v; der beteiligten Hinderniskante. Weiter sei

(i) 41 die Parallele zu ¢ durch uq, ¢5 die durch us.

(ii) ¢ die Parallele zu ¢ durch u, ¢3 die durch .
(iii) ¢y die Parallele zu ¢ durch vy, ¢ die durch v;.
(iv) ¢; die Parallele zu ¢ durch x1, ¢35 die durch us.
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Dann gilt
(i) ¢; schneidet Wy oder ¢y schneidet Wj.
(ii) ¢y schneidet Tov3 oder f5 schneidet Tyuy.
(iii) #; schneidet Sy oder f5 schneidet Ss.
(iv) ¢; schneidet Tauz oder ¢o schneidet Z11u7.
In allen Fillen schneidet R’ wihrend der Bewegung Wi oder W5 und es gilt:
Os beschrankt O oder O beschriankt Os. O

Dabei ist die Konvexitét von R entscheidend.
In nebenstehender Abbildung mit nichtkonvexem

R ist nicht klar, ob O von Oy beschrankt R 0,
wird oder O von O;.

Es gibt auch Fille, in denen beides gilt, 01
allerdings ist diese Plazierung nicht notwendigerweise

frei:

Bemerkung 2.35 Seien O1, O3 fest. Dann gibt es genau eine Orientierung
0 von R, fiir die £1 und ls> zusammenfallen; fiir die also gilt:

O1 beschrinkt Oy bei 8 und Oy beschrankt O1 bei 6.

Damit kénnen wir unser Theorem beweisen:

Beweis. (Theorem ?77)

Wir wollen einen Zusammenhang zwischen der Anzahl kritischer Plazierungen
und der unteren Kontur von Funktionen!” herstellen. Sei

1o, 0, := {6 | O2 beschriankt O; bei Winkel 6 }.
Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen w3, v1/o und z; sei

. [ |z7wg|, falls S; Roboterkante
pi = [v;z;|, falls S; Roboterecke

p; gibt die Distanz an, um die in Definition 77 bei konstantem 6 und unter
Aufrechterhaltung des Kontaktes O; geschoben werden kann, ohne dafl ein
verbotener Schnitt entsteht, vgl. auch Abbildung ?7.

Definiere damit die Funktion

fo,0, : o0, — R
0 — m

Eine entscheidende Eigenschaft ist: Sei (z,y, #) eine halbfreie Plazierung
von R mit Kontaktpaaren O; und Oy mit Os beschrankt Op mit Abstand
p1 = fo,0,(0). Fiir p > py ist keine (halb)freie Plazierung mit Kontaktpaaren
01, 02 und Abstand p moglich, da O, einen verbotenen Schnitt liefert.

17Siehe Abschnitt ?? auf Seite ?7?.
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Sei nun (z,y, 0) eine kritische Plazierung mit Kontaktpaaren O, Oz, O3 und
A(O;) das Arrangement der Funktionsgraphen fo,0, mit Oy, beschriankt O;.
Folgende Fille konnen eintreten:

1. Fall: Zwei Kontaktpaare beschrinken das dritte, 0. E. Os und Oz be-

schrianken O;.
Betrachte das Arrangement A(O;) der

Funktionsgraphen von fo,0 mit O P A(Oy)
beschrénkt O;. Dann ist der Punkt fo,05(0)
(9,p1) mit p; = f0102(9) = f0103(9) fo,0,(6)

ein Eckpunkt der unteren Kontur
im  Arrangement  A(O;). Denn p,

ware folOQ(Q) 75 moinfolo(e), z. B.

fo,0,(0) > fo,0(8), so kbnnte (z,y,0) 0
wegen zu groflem

p—Wert im Vergleich zu fo, o/ () nicht erlaubt sein. Ebenso fiir fo,0,(6).

Wir haben hierbei angenommen, dafl bei O; stets derselbe Endpunkt
der involvierten Kanten zur Definition von p; = fo,0(6) dient. Es
kann aber auch der andere Endpunkt sein, in diesem Fall mufl man
zwei Klassen Af(O1) und Ag(Oq) bilden und eine Fallunterscheidung
durchfithren.

Das Arrangement A(O;p) besteht aus 2mn Funktionen, von denen
je zwei hochstens vier Schnittpunkte haben. Nach Theorem 77?7 auf
Seite 7?7 hat die untere Kontur die Komplexitédt O(Ag(mn)). Fiir ein
festes Oy gibt es also hochstens O(Ag(mn)) solcher Plazierungen, damit
insgesamt hochstens O(mn Ag(mn)).

2. Fall: In O1, 02, O3 gibt es keine zwei Paare, die das dritte beschrianken.

Dann liegt nach Lemma ?7 ein Zyklus vor, nehmen wir o. E. an Oy
beschrinkt Oz, Og beschrinkt Oo und Oy beschrinkt Oq.

Betrachte alle Knoten der unteren Konturen in simtlichen Arrangements
A(O). Diese liefern eine Zerlegung des Intervalls [0, 27) in O(mn A\g(mn))
viele Teilintervalle Iy, innerhalb derer die untere Kontur eines jeden
Arrangements eindeutig von einer der Funktionen bestimmt wird.

0 Ik Ik/ 21

Sei Oy ein beliebiges Kontaktpaar. Die Frage ist nun: gibt es iiber I
ein zyklisches Tripel von Kontaktpaaren, an dem O; beteiligt ist? Und
falls ja, bilden sie auch eine kritische Plazierung?

Zur Beantwortung dieser Frage, gehe wie folgt vor:
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1. Sehe in A(O1) nach, welche Funktion fo,0, die untere Kontur
iber I bildet.

2. Sehe in A(O2) nach, welche Funktion fo,0, die untere Kontur
iiber I; bildet.

3. Sehe in A(O3) nach, ob die Funktion fp,0, die untere Kontur
iiber Ij bildet. Wenn ja, ist ein Zyklus gefunden.

Dies zeigt: in einem Intervall I kann es fiir jedes O; hochstens ein
zyklisches Tripel geben, an dem O; beteiligt ist, insgesamt also O(mn)
viele.

Sei nun [ ein Nachbarintervall von I, und 8* der gemeinsame Endpunkt.
In 6* sind drei Kontaktpaare O1,0s und Os beteiligt. Nur in den
Arrangements dieser Kontaktpaare konnen sich die unteren Konturen
beim Ubergang von Ij, zu I;y dndern, also kann es iiber I;y héchstens
O(1) neue zyklische Tripel geben. Wir haben O(mn X\g(mn)) viele
Teilintervalle, in jedem kommen O(1) viele Tripel hinzu. Fiir jedes
zyklische Tripel kann es hochstens vier kritische Plazierungen geben,
insgesamt also O(mn Ag(mn)). O

Bemerkung 2.36

(i) Wir haben fiir m = 2 (Leiter) in Abbildung ?? auf Seite 77 ein Beispiel
mit ©(n?) mdglichen kritischen Plazierungen gesehen.

(i) Man kann auch fir konvexe Roboter mit m > 2 Ecken Hindernisse
mit n Ecken so gestalten, dafi ©(m?n?) wviele kritische Plazierungen
entstehen.

(11i) Die Frage, ob es sogar ©(mn A¢(mn)) viele kritische Plazierungen geben
kann, st offen.
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A(On)
fo,0,(0)
Definition 2.37
Sei T die Menge aller Plazierungen
(%,y,@), p1
(i) die eindeutig den Ecken der
unteren Konturen der O(mn)
vielen Arrangements A(O;)
entsprechen oder p
(ii) die einem zyklischen Tripel von
Kontaktpaaren  (Oq,02,03)
entsprechen, mit
01 beschrinkt Os,
O3 beschrinkt Oy und
O3 beschriankt O;.
Jedes Tripel liefert < 4
Plazierungen, und jede der P
4 moglichen Plazierungen ist
durch (p1,0) (oder (p2,0), fos0,(6)
(p3,0)) eindeutig bestimmt.
Dies sind Nullstellen einer
Kurve 4. Grades.

P2

A(03)

p3

0

T+ enthilt alle kritischen Plazierungen, aber eventuell auch verbotene
Plazierungen: es konnte z. B. ein Kontaktpaar O4 einen verbotenen Schnitt
bei Kontakt in O; liefern, der in A(O1) nicht sichtbar ist, weil Oy nicht Oy
beschrankt. Wir werden diese Plazierungen spéter herausfiltern; vorerst sind
wir daran interessiert, die Menge T+ zu berechnen.

Theorem 2.38 (Leven, Sharir, 1987)
Die Menge T 1df3t sich in Zeit O(mn A¢(mn)log(mn)) berechnen. 2]

Beweis. Algorithmus ?7? betrachtet insgesamt O(mn A\g(mn)) Intervalle mit
je O(log(mn)) Einfiigeaufwand und insgesamt O (mn Ag(mn)) Loschoperationen
aus W = Zeit O(mn A¢(mn)log(mn)). O

Im néchsten Abschnitt werden wir den Konfigurationsraum des Roboters
fiir feste Orientierungen 6 betrachten und beobachten, wie dieser sich fiir
fortlaufende 6 &ndert. Die Orientierungen an den kritischen Plazierungen
sind dabei genau die Orientierungen, an denen sich die Struktur des Konfigurationsraums
dndert.
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Algorithmus 2.8 Berechnung von T

e Berechne fiir jedes Kontaktpaar O;, iiber welchen Intervallen O; von Oy,
2

beschréinkt wird. Bilde daraus die Arrangements Ay (0;). O(n*m?)

e Fiir jedes der O(mn) Arrangements A(O;) berechne die untere Kontur

(Divide-and—Conquer mit Sweep im Merge—Schritt). Da sich zwei
Funktionsgraphen fo,0,, fo,0, hochstens viermal schneiden:

O(A¢(mn)log(mn)) pro Arrangement

e Kritische Plazierungen, Fall 1:
Berichte die Schnittpunkte von Funktionen auf den unteren Konturen
in den Arrangements.

e Kritische Plazierungen, Fall 2:

— Sortiere die O(mn) Listen der Eckpunkte der unteren Konturen
zu einer Liste L = Iy, Iy, ... .
Wegen log(Ag(mn)) < log(m?n?) = 2log(mn):
mn Ag(mn) log(mn A\g(mn)) € O(mn A¢(mn)log(mn))
— Beginne mit dem linkesten Intervall Iy € L.

Fiir jedes O; teste, ob iiber I ein Zyklus (O1, Oz, 03) existiert.
Wenn ja, berechne die kritischen Plazierungen wie folgt:

o Berechne die Winkel #q1,6012,... der maximal vier
zugehorigen kritischen Plazierungen, an denen der Zyklus
beteiligt ist.

o Berichte sofort fiir die in Iy enthaltenen Orientierungen 6; die
Plazierungen (0;, (01,02, 03)).

o Fige die iibrigen Plazierungen (6;, (O1, O2,03)) in eine nach
Winkeln sortierte Warteschlange W ein.

— Bearbeite von links nach rechts die iibrigen Intervalle I}, € L.

o Beim Ubergang von I;_; nach I, kann nur in einem
Arrangement A(O;) ein Wechsel der unteren Kontur
stattfinden. fo,0, werde von fop,0, abgelost.

o Falls O tiber Ip_1 einen Zyklus mit O hatte, entferne aus
W die zu (O1,02,03) gehdrenden kritischen Plazierungen;
diese sind nicht mehr aktuell.

o Teste, ob O1,04 einen Zyklus (O1,04,0s5) iiber Ij bilden.
Wenn ja, berechne wie oben die kritischen Plazierungen.

o Berichte alle in W  gespeicherten Plazierungen
(0, (0;, Ok, Oyp)) mit 6 € I, und entferne sie aus W.

O(mnAg(mn)log(mn))
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2.3.2 Knotengraph und Kantengraph

Abbildung 2.38: C¢.,, C% . und Hilfsknoten von V7.

Sei zunéchst die Orientierung 6 fest. Wir betrachten den Schnitt Cgei
durch den Konfigurationsraum Cg.ei. In Cgei brauchen wir nur Translationen
zu betrachten, und wir wissen aus den vorherigen Abschnitten, dafi fiir
einen konvexen Roboter C{ . die Komplexitit O(mn) hat und sich in Zeit
O(mnlog?(mn)) berechnen lé8t. Dabei hatten wir die Hindernisse in konvexe
Teile, z. B. Dreiecke zerlegt. Zur diskreten Darstellung des Konfigurationsraumes
hatten wir die Trapezzerlegung benutzt; diese Methode 148t sich jedoch
nicht gut auf drei Dimensionen erweitern. Deshalb benutzen wir hier zur
Darstellung von Cgei den Knotengraph V?.

Wir gehen im folgenden davon aus, daf} alle Zusammenhangskomponenten
von Cpei beschrinkt sind, sich also Wéinde um die Szene befinden; siehe
Abbildung ??. Der Rand von C?rei besteht dann aus endlich vielen Polygonen.

CcP, P,
S
CPZ‘ R ! Wl
Pi CP2
R w; S,
S
Wy
Py

(i) (i)

Abbildung 2.39: Konvexe und konkave Ecken in 8Cfferb.
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In Ceerb gibt es zwei Typen von Ecken: Konvexe Ecken entstehen durch
Ecke/Ecke-Kontakte O; = (W;, S;) von R mit einer konvexen Hindernis-
ecke (Kontaktpaar vom Typ III), konkave Ecken durch zwei Ecke/Kante—

Kontaktpaare (Typ I oder II), sieche Abbildung ??.

Definition 2.39 Zu einer festen Orientierung 0 enthélt der Knotengraph
Ve

6
verb*

e Alle Knoten der Polygone in C

e Fiir jeden lokal y—maximalen Knoten u auf OCferb den ersten Punkt
uw* (“Hilfsknoten”) oberhalb w.

e Kanten zwischen adjazenten Knoten (einschliellich Hilfsknoten) und
zwischen y—maximalen Knoten und entsprechenden Hilfsknoten, vgl.
Abbildung ?77.

e Folgende Beschriftungen:

e Konvexer Knoten von C?_, : Ecke/Ecke-Paar O; = (W, S;).

e Konkaver Knoten von C?_, : zwei Ecke/Kante-Paare O;, O;.
Hilfsknoten uv*: die Bezeichung “Hilfsknoten” und die Beschriftung
des erzeugenden Knoten u.

Kante von CY_, : Ecke/Kante-Paar O; = (W;, S;). Vergleiche (S, W)

bzw. (S2, Ws) in Abbildung ?? (ii).

Bei festem 6 sind die Knoten durch ihre Beschriftungen eindeutig beschrie-
ben. Wir verwalten zusétzlich eine Suchstruktur, die es erlaubt, anhand einer
Beschriftung den zugehorigen Knoten aufzufinden.

Bemerkung 2.40

(i) V9 ist ein planarer Graph mit O(mn) Knoten und Kanten.

(ii) Jeder Knoten hat einen Grad < 3, falls sich die Ecken der Hindernisse
i allgemeiner Lage befinden, d.h. keine FEcken mit gleichen
X-Koordinaten.

(iii) VO lapt sich in Zeit O(mnlog(mn)) konstruieren.

(iv) Zu gegebener Beschriftung lifit sich der zugehérige Knoten in
Zeit O(log(mn)) finden.

Den Zusammenhang zwischen dem Knotengraph und der Bewegungsplanung
stellt folgendes Lemma her:

Lemma 2.41 Seien u,v zwei Knoten von V. Dann gilt:
u, v liegen in derselben Zusammenhangskomponente von V'
< u,v liegen auf dem Rand derselben Zusammenhangskomponente
von Cferei.
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Beweis.

“—" Falls (u,v) eine Kante von V? bildet, liegen nach Definition ?? u
und v auf dem Rand derselben Zusammenhangskomponente von Cferei;
auch falls v = u*.

Falls u, v in V? iiber mehrere Kanten verbunden sind, folgt die Behauptung
durch Induktion.

“«<=" Angenommen, u und v liegen auf dem Rand derselben Zusammen-
hangskomponente C von Cgei.

Dieser Rand kann selbst in mehrere
Komponenten Zq,...,Zs zerfallen,

siche Abbildung. Liegen w« und

v in derselben Komponente, so C u
sind sie nach Definition ?? in VY

durch einen Kantenzug verbunden. Zo
Ansonsten nehmen wir an, u € Zs, 7

v € Zsz und Z; sei die &duflere Z3
Komponente von dC. Seien V.9, V¢ die
Zusammenhangskomponenten von wu

und v in V.

Behauptung: V,/, V¢ enthalten Knoten von Z;.

Beweis:

Angenommen, V,/ enthilt keinen Knoten von Z;. Sei z der
hochstgelegene Knoten in Vue .

= z ist lokal y—maximal.
= Der Strahl von z aufwérts mufl durch Cgei verlaufen, da z
nicht auf der &uleren Komponente von 0C' liegt.

= Es gibt einen Hilfsknoten z*.
= 2 eVp % Maximalitit von z. O

Also enthalten beide Komponenten Knoten von Z; = V¢ = V9. g

Die Frage ist nun, was mit V¢ passiert, wenn sich 6 dndert. Lassen wir 6
stetig wachsen, so veriindern sich auch die Knoten und Kanten von V7 stetig,
bis ein bestimmtes ), erreicht wird, an dem sich auch die Struktur von V?
dndert. Eine Orientierung, an der in V? eine Strukturinderung auftritt,
nennen wir eine kritische Orientierung.

Die Abbildungen ?7? bis 77 zeigen kritische Orientierungen. Die dunkel
schraffierten Teile sind Hindernisse, die hell schraffierten Teile Konfigurationsraum-—
Hindernisse fiir die Translation von R. Die gestrichelten Segmente sind die
Kanten der Konfigurationsraum—Hindernisse. Dargestellt ist, wie sich Cpe;
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dndert, wenn R gedreht wird. Dabei kénnen alle Ereignisse auch “riickwérts”
ablaufen, z.B. kann in (i) auch eine neue Kante von dCY . entstehen. Die
kritischen Orientierungen (i)—(iv) entstehen aus den Orientierungen der kritischen
Plazierungen, (v) und (vi) miissen wegen der Aktualisierung von Hilfsknoten
beachtet werden.

Kante von Cpre;

Zusammenhangskomponente von Cre;

(i)

(iii)

Abbildung 2.40: (i) eine Kante verschwindet, (ii) eine Komponente von Cee;
verschwindet, (iii) ein lokaler Zusammenhang verschwindet.

(i) Drei Ecke/Kante-Kontaktpaare: eine Kante von 9Cf; verschwindet,
ein “wanderndes” Kontaktsegment verédndert Cgei.

(ii) Drei Ecke/Kante-Kontaktpaare: eine Komponente von CY . verschwindet;
ein “wanderndes” Kontaktsegment hat Cferei verkleinert.

(iii) Ein Ecke/Ecke-Kontaktpaar, ein Ecke/Kante-Kontaktpaar: ein lokaler
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Zusammenhang von Cgei verschwindet, eine “wandernde” konvexe Ecke
hat den Durchgang abgeschnitten.

Die Anzahl der kritischen Orientierungen von Typ (i)-(iii) ist kleiner
gleich der Anzahl der kritischen Plazierungen, also in O(mn \g(mn)). Die
Aktualisierung von V? ist pro Ereignis in O(log(mn)) Suchzeit + O(1)
Anderungsaufwand méglich. Die folgenden Fille verursachen mehr Aufwand.

(W, SRr)
SL S S (WRa S)
WL w W
(Wr,S) (W, S1)

Abbildung 2.41: Zwei benachbarte Kanten werden kollinear.

(iv) Ein Ecke/Ecke-Kontaktpaar und ein Ecke/Kante-Kontaktpaar (inzident):
eine Roboterkante wird parallel zu einer Hinderniskante und zwei benachbarte
Kanten werden kollinear, siehe Abbildung ?7.

In diesem Fall &ndern sich die Beschriftungen der Kanten des erweiterten
Hindernisses wie folgt:

(W,Sr) +— (WL,95)
(Wg,S) +— (W,5L)

Jede Hinderniskante kann O(mn) Kanten zu V? beitragen
Such- und Aktualisierungsaufwand in V?: O(mn log(mn)).

4l

Dieses Ereignis kann maximal O(mn) mal auftreten, der
Gesamtaufwand liegt also in O((mn)?log(mn)).
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Abbildung 2.42: Eine Kante wird waagerecht, das lokale Y-Maximum &ndert sich.

(v) Ein Ecke/Kante—Kontaktpaar: eine Kante von R und damit eine Kante
eines Konfigurationsraumhindernisses wird waagerecht. Dabei kann
sich die Menge der konvexen, y-maximalen Knoten dndern.

e Es konnen sich maximal n Knoten &ndern.

e Das Ereignis kann m mal auftreten (fiir jede Kante von R).

e Fiir jeden Knoten u, der nicht ldnger y—maximal ist, ist der Hilfs-
knoten u* aus V? zu entfernen sowie die neuen y-maximalen
Knoten v/ und ihre Hilfsknoten u* zu bestimmen und in V?
einzufiigen (Sweep iiber CZ ; in Zeit O(mnlog(mn)) ).

Der Zeitbedarf ist also insgesamt O(m?n log(mn)).
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Abbildung 2.43: Ein Hilfsknoten wandert auf eine Ecke.

(vi) Ein Kontaktpaar Ecke/Ecke: eine konvexe, y-maximale Ecke liegt direkt
unterhalb einer Ecke. Der Hilfsknoten wandert auf die Nachbarkante.
Die Aktualisierung des Hilfsknotens ist nach O(log(mn)) Suchzeit in
Zeit O(1) moglich. Dieses Ereignis tritt maximal O(mn Ag(mn)) mal
auf; dies 148t sich mit einem #hnlichen Beweis wie fiir die Anzahl der
kritischen Plazierungen zeigen.

Damit wissen wir:

Bemerkung 2.42 Der Gesamtaufwand fir die Aktualisierung von VO betrigt
O(mn Ag(mn) log(mn)).

Wir haben jetzt einen Graph V? definiert, der fiir die Berechnung von
Translationsbewegungen benutzt werden kann, kritische Orientierungen 6
untersucht, bei denen sich die Struktur von V? #ndert, und betrachtet,
wie V9 aktualisiert werden muB. Jetzt wollen wir einen weiteren Graphen
definieren, den Kantengraph FE, der die gesamten Informationen iiber alle
V0.6 e [0, 27), enthilt und zur Bewegungsplanung verwendet werden kann.

Die Idee dabei ist diese: fiir wachsende Orientierung 6 beschreibt ein
Knoten von Cgei eine — moglicherweise gekriimmte — Kurve im Raum.
Stelle nun in E diese Kurve als erweiterten Knoten mit seiner “Lebensdauer”
als f—Intervall dar. Genauer:

Definition 2.43 Sei § eine nicht—kritische Orientierung; sei v ein Knoten in
V? (bzw. seine Beschriftung, also die Namen der verursachenden Kontaktpaare).

(i) Die Lebensdauer von u sei das maximale Intervall L(u) = (61,62), in
dem der Knoten v in jedem Knotengraph V%, 6 € L(u), vorkommt und
nicht mit einem anderen Knoten v’ zusammenfillt.
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(ii) Der Kantengraph E bestehe aus den erweiterten Knoten (u, L(u)).
Zwei Knoten (u, L(u)) und (v, L(v)) sind in E genau dann durch eine
Kante verbunden, wenn es ein 6 € L(u) N L(v) gibt, so daB in V¢ die
Kante (u,v) existiert. Auch fiir eine Kante e kann eine Lebensdauer
L(e) definiert werden.

t
v
)
U
u verschwindet ¢
Liniensegment (u,v) existiert
0 u
w
v
0 U
1 u entsteht
w

Abbildung 2.44: Kantengraph F.

Anschaulich entspricht jeder Kante von Cpe ein erweiterter Knoten
(u,L(u)) in E und jedem Stiick einer Fliche von Cpge (zwischen den
6—Werten von zwei Knoten) eine Kante [(u, L(u)), (v, L(v))] von E in folgendem
Sinn: Seien e, e, die Kanten von Cg;, die den Knoten (u, L(u)) und (v, L(v))
entsprechen, dann verbindet fiir jedes # € L((u,v)) die Kante (u,v) in
C.; zwei Punkte von e, und e,. Wir haben also eine komplexe, riumliche
Struktur auf eine einfachere, kombinatorische Struktur abgebildet.
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2.3.3 Berechnung der kritischen Orientierungen

Bevor wir uns iiberlegen, wie wir das Bahnplanungsproblem mit Hilfe des
Kantengraphen l6sen kénnen, miissen wir uns iiberlegen, wie wir die kritischen
Orientierungen berechnen kénnen.

Wir berechnen dazu die Menge T™* aller kritischen Orientierungen. T
enthilt die Orientierungen der kritischen Plazierungen T'" (siehe Algorithmus ?7),
sowie die Orientierungen, an denen sich die Hilfsknoten von V? &ndern, also:

e Allen Eckpunkten von unteren Konturen der Arrangements .4(O) von
Kontaktpaaren O.

e Alle Orientierungen, die zu zyklischen Tripeln O1, Oz, O3 gehoren.

e Allen Orientierungen, bei denen die Kante eines erweiterten Hindernisses
waagerecht wird.

e Allen Orientierungen, bei denen eine konvexe Ecke von Cfferb direkt
unterhalb einer anderen Ecke liegt.

Das Problem dabei ist, dal T™ eine Obermenge der giiltigen kritischen
Orientierungen ist. Es kann in 7™ Orientierungen geben, zu denen keine
halbfreien Plazierungen von R existieren. Wir miissen also einige “falsche”
Orientierungen 6; € T* ignorieren.

Ein erster Ansatz dazu ist folgender: Angenommen, bei 6; liegt z. B. ein
dreifacher Ecke/Kante-Kontakt (O1, Oz, O3) vor. Falls dadurch eine halbfreie
Plazierung gegeben ist, mufl bei 6; — ¢ jedes der drei Kontaktpaare eine
Kante zum Rand von Cferei, also auch zu V? beigetragen haben (Stetig-
keitsargument). Dies l&8t sich in Zeit O(log(mn)) testen. Dazu verwalten
wir zu jedem Kontakt O eine Liste £o(6) aller Kontakte O’ die zusammen
mit O einen Knoten in Cgei erzeugen. Ist 0 eine kritische Orientierung mit
der Stetigkeitseigenschaft, in die die Kontaktpaare O, O’, O” involviert sind,
so mufl mindestens eine der Listen £o(0), £0/(0), £07(0) einen der beiden
anderen Kontakte enthalten.

Damit wird jedoch folgender Fall nicht
gelost: Bei 6; entsteht eine neue Zusammen-
hangskomponente von Cfrei — zunéchst als
Punkt (Abbildung ?7?(ii)) —, aber diese Plazierung P,
ist nicht frei, weil R ein weiteres Hindernis P;
enthélt.
Das Stetigkeitsargument ist in diesem Fall nicht anwendbar. Auflerdem ist
der Konflikt zwischen R und P; bei 6; nicht bekannt, und wir konnen es
uns nicht leisten, fiir jede dieser O(mn Ag(mn)) moglichen Plazierungen alle
n Hindernisdreiecke zu testen. Hinzu kommt das technische Problem, bei
der Aktualisierung von V? zu entscheiden, in welcher Komponente von Ceerb
die neue Komponente von Cfrei liegt. Dies erfordert eine Hilfsstruktur zur
Lokalisierung des ersten Punktes der neuen Komponente.
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Algorithmus 2.9 Berechnung von 7’

Output: Die Menge 7" C T* aller kritischen Orientierungen, an denen eine
konvexe Ecke von Cferb entsteht.

Fiir jedes Ecke/Ecke Kontaktpaar mit Kontaktecke v:

1. Rotiere R um v und berechne, durch Schnitttest von jeder Roboterecke
bzw. Roboterkante mit jeder Hindernisecke bzw. Hinderniskante, in
welchen Winkelbereichen der Roboter ein Hindernis schneidet.

Wir erhalten O(mn) verbotene Winkelintervalle in Zeit O(mn).

2. Berechne die Vereinigung dieser Intervalle durch Sortieren.
O(mnlog(mn))

3. T' enthilt die Endpunkte der vereinigten Intervalle.

Um dieses Problem zu l6sen, berechnen wir nur noch die Zusammen-
hangskomponente von Cg,e; korrekt, die die Startposition s enthélt — fiir die
Bahnplanung geniigt dies bekanntlich. Die Losung basiert auf zwei Beobachtungen:

(i) Eine neue Zusammenhangskomponente ist nur dann interessant, wenn
sie sich irgendwann mit der Zusammenhangskomponente Zs vereinigt,
die s enthélt — nicht erreichbare Plazierungen sind uninteressant.

(ii) Wenn sich zwei Komponenten vereinigen, ist eine konvexe Ecke von
Y., beteiligt, siche Abbildung ?? oder Abbildung ??(iii) auf
Seite ?77.

Solche konvexen Ecken entstehen durch Ecke/Ecke-Kontakte (Kontaktpaare
vom Typ III, siehe Definition ?? auf Seite ??), von denen es nur O(mn)
viele gibt. Unter Aufrechterhaltung eines Ecke/Ecke—Kontaktes hat R nur
noch einen Freiheitsgrad: die Rotation um die Kontaktecke. Wir konnen fiir
jeden Ecke/Ecke-Kontakt in Zeit O(mnlog(mn)) alle zugehorigen, freien
kritischen Plazierungen von R finden. Insgesamt bendtigen wir also Zeit
O(m?n?log(mmn)), um mit Algorithmus ?? alle kritischen Orientierungen zu
berechnen, an denen eine konvexe Ecke von Ceerb entsteht.

Mit Hilfe der Menge 7" kénnen wir die Orientierungen berechnen, an
denen eine fiir die Bahnplanung interessante Komponente entsteht. Komponenten,
die in jedem Cgei konvex sind und im initialen Cforoei nicht existieren, werden
nicht mehr berechnet.

Nehmen wir an, bei 6; vereinige sich eine neue Komponente N mit der
Komponente Z, sieche Abbildung ??. Verfolgt man das Schicksal von v
und wve fiir abnehmende Werte von 6, so muf eine der beiden Komponenten,
auf deren Réndern v; und vo liegen, verschwinden. Gliicklicherweise ist fiir
diesen Test nicht der gesamte Konfigurationsraum Cpe; zu betrachten, wir
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N Zg N s NUZ,
U1 V2

6, 0

Abbildung 2.45: Vereinigung zweier Komponenten N und Z;.

konnen diesen Test auch mit Hilfe der Listen £o(f) durchfithren, wie in
Algorithmus 7?7 beschrieben. Wir verwalten dabei nur giiltige Kontaktpaare
in den Listen £0(#) und verfolgen den Pfad von konvexen Ecken von CY
von ihrer Entstehung zuriick bis zur Entstehung der Komponente, in der
sie enthalten sind. Wir beobachten somit nur Komponenten, die sich von
Zs abgespalten haben und wissen zum Zeitpunkt ihres Verschwindens, daf
in Richtung zunehmender 6—Werte gesehen an dieser Stelle eine fiir die
Bahnplanung wichtige Komponente entsteht, dieser Zeitpunkt wird also in
die Outputmenge T” eingetragen. T” enthilt dann alle giiltigen kritischen
Orientierungen, bei denen eine neue interessante Zusammenhangskompo-
nente von Cpe; entsteht.

Algorithmus 7?7 berechnet schlielich mit Hilfe von 7*,7” und T" die
Menge T aller giiltigen kritischen Orientierungen. Wie schon in Algorithmus 77?7
verwalten wir nur giiltige Kontaktpaare in den Listen £0(f) und ignorieren
die Orientierungen, an denen eine Komponente entsteht, die fiir die Bahnplanung
uninteressant oder ungiiltig ist.

Fassen wir die zur Konstruktion von 7" benotigten Schritte und deren Laufzeiten
zusammen:

Kritische Orientierungen 7™ O(mn Ag(mn) log(mn))
Orientierungen 7" (konvexe Ecken von C? )  O(m?n?log(mn))

T" (interessante Komponenten) O(mn Ag(mn) log(mn))
T aus T*, 7" und T” O(mn Ag(mn) log(mn))

Wir wissen aus Theorem 77 auf Seite 7?7 und Bemerkung ?77? auf Seite 77,
da8  |T"] in  O(mnXg(mn)) liegt und sich in  Zeit
O(mn Ag(mn)log(mn)) berechnen l&8t. In dieser Zeit lassen sich auch die
giiltigen kritischen Orientierungen berechnen.
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Algorithmus 2.10 Berechnung von 7"

Output: Die Menge T” C T* aller kritischen Orientierungen, bei denen
lokal ein neuer Zusammenhang entsteht.

Datenstruktur:
Fiir jedes Kontaktpaar O unterhalte eine nach 6 sortierte Liste £0(6)
aller Kontakte O’ die zusammen mit O einen Knoten in Cgei erzeugen.

Initialisierung;:
Berechne Cg%i fiir die Startorientierung 6y und initialisiere die Listen
£0(6p) mit den Kontaktpaaren O,0’; die in clo

fei €inen Knoten
erzeugen.

Bearbeite nach fallendem Winkel alle kritischen Orientierungen 6; € T™:

e Falls 0, € T":
Seien 01, O} die Kontaktpaare von v1 und Os, O} die von vs. Fiige ein:

O} in £0,(0;)

Oy in £ (65)

O} in £0,(0;)

02 in £0/2 (Hl)

)

i

e Falls 0, ¢ T":

— Seien O,0', 0" die zugehorigen Kontaktpaare. Suche
e nach O und O’ in £~ (6;)
e nach O und O” in £O’ (01)
e nach O’ und O” in £0(6;)

Falls Suche erfolglos: ignoriere ;.

— Falls z.B. O" in £5(6;) und O in £o/(6;) gefunden — in diesem
Fall muf} 6; wegen des Stetigkeitsarguments giiltig (d. h. frei) sein
—, berechne die lokalen Anderungen in Cgei und aktualisiere die
Listen £0(6;), £o/(0;), £o7(0;) entsprechend.

Falls bei 0; eine Komponente verschwindet: fiige ; in die sortierte
Outputmenge T” ein.
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Algorithmus 2.11 Berechnung von T’

Output: Die Menge T aller giiltigen kritischen Orientierungen.

Datenstruktur:
Fiir jedes Kontaktpaar O unterhalte eine nach 6 sortierte Liste £0(6)
aller Kontakte O’ die zusammen mit O einen Knoten in Cfarei erzeugen.

Initialisierung:
Berechne le) 0

rei

£0(6p) mit den Kontaktpaaren O,0’; die in Cgoei einen Knoten
erzeugen.

fiir die Startorientierung 6y und initialisiere die Listen

Bearbeite nach steigendem Winkel alle kritischen Orientierungen 6; € T™:
e Teste, ob bei #; evtl. eine neue Komponente entsteht.
e Falls ja:

— Falls §; ¢ T": ignoriere 6;.

— Ansonsten aktualisiere die Listen £0(6;).
e Falls nein:

— Seien O,0', 0" die zugehorigen Kontaktpaare. Suche
e nach O und O’ in Lo~ (6;)
e nach O und O” in £5/(6;)
e nach O’ und O” in £0(6;)

— Falls z.B. O" in £o(0;) und O in £o/(6;) gefunden — in diesem
Fall muf} §; wegen des Stetigkeitsarguments giiltig (d. h. frei) sein
—, berechne die lokalen Anderungen in Cgei und aktualisiere die
Listen £0(6;), £0/(0;), £o7(0;) entsprechend.

— Falls Suche erfolglos, teste 6; € T". Falls ja, entsteht eine konvexe

Ecke von Cgerb, aber keine neue Komponente und 6; ist giiltig,

ansonsten wird 6; ignoriert.

e T besteht aus allen nicht ignorierten Orientierungen aus 7.
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2.3.4 Bahnplanung mit dem Kantengraph E

Nun stellt sich die Frage, wie uns der Kantengraph bei unserem Bahnplanungsproblem
hilft. Wir definieren dazu folgende Abbildung:

Definition 2.44 Die Abbildung ®

®: Chei — {Knoten von E}

(x,y,0) — Knoten (u,L(u)), der eine Kante e, von
Cirei Teprasentiert, die auf dem Rand der
Zusammenhangskomponente Z von Cpei
liegt, die (z,y,6) enthilt.

sei wie folgt definiert: Verschiebe den Roboter R nach oben (in Richtung
aufsteigender Y-Werte), bis bei der Plazierung (x,v’,0) ein Kontakt mit
einem Hindernis erfolgt. Falls bei dieser Plazierung ein Ecke/Ecke-Kontakt
oder ein mehrfacher Ecke/Kante—Kontakt entsteht, wurde ein Knoten u =
(z,y) von Cgei gefunden, der auf einer Kante von Cge; liegt, welche die
Zusammenhangskomponente von Cge; berandet, die (z,vy,6) enthilt. Setze
®(x,y,0) = (u,L(u)). Ansonsten verschiebe R unter Aufrechterhaltung
des Kontaktes nach links, bis bei einer Ecke u = (2”,y”) von Cpei ein
Mehrfachkontakt entsteht und setze ®(z,y,0) := (u, L(u)).

Offensichtlich kann ®(z,y, 6) in Zeit O(mn) (= GréBe von V?) berechnet
werden. Fiir die Bahnplanung ist entscheidend:

Theorem 2.45 (Kedem, Sharir, 1990)

Seien s,t zwei (halb—)freie Plazierungen von R. Dann gilt: Es gibt eine
kollisionsfreie Bewegung von s nach t genau dann, wenn ®(s) und P(t)
Knoten derselben Zusammenhangskomponente Z des Kantengraphen E sind.

[7, 7]

Falls ®(s) und ®(¢t) Knoten derselben Zusammenhangskomponente Z
sind, kann z. B. durch Breitensuche in Z ein Weg in F von ®(s) nach ®(t)
gefunden und in eine halbfreie Bewegung von R umgeformt werden. Dies
werden wir spéater noch genauer betrachten. Der Beweis des Theorems stiitzt
sich im wesentlichen auf folgendes Lemma:

Lemma 2.46 Jeder Zusammenhangskomponente W wvon Crei entspricht
eindeutig eine Zusammenhangskomponente Z von E, deren Knoten genau
die Kanten von Cye; reprisentieren, die W begrenzen.

Beweis. Wir zeigen zwei Richtungen von
Knoten von Z +— Kanten in 0W.

“—” Seien (u, L(u)) und (v, L(v)) Knoten derselben Zusammenhangskom-
ponente Z von E. Zu zeigen ist, daB e,, e, Kanten derselben Zusam-
menhangskomponente W von Cge; sind.
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Falls [(u, L(u)), (v, L(v))] sogar eine Kante in Z ist

= (u,v) ist Kante in CZ; fiir ein 6 € L(u) N L(v).
Def. 77
= e, €y — die Kanten, welche durch u und v bei wachsendem

0 entstehen — liegen auf dem Rand derselben Zusammen-
hangskomponente von Cgye;.

Falls (u, L(u)), (v, L(v)) durch einen Kantenzug in Z verbunden sind,
folgt die Behauptung durch Transitivitét.

“+—7 Seien ey, e, Kanten auf dem Rand derselben Zusammenhangskom-
ponente von Cyei. Zu zeigen ist, dal die Knoten (u, L(u)) und (v, L(v))
in derselben Zusammenhangskomponente von E liegen. Dieser Beweis
erfordert etwas mehr Aufwand, da e, e, bzgl. 8 “weit auseinander”
liegen kinnen. Wir benutzen dabei, dasB fiir jedes feste # Zshkomp. von V9 +—

Zshkomp. von Cgei gilt (Lemma 77, Seite 77).

Sei I ein offenes Intervall zwischen zwei kritischen Orientierungen —
fir alle @ € I haben also V? und Cgei dieselben Strukturen —, sei A
eine Zusammenhangskomponente in V? und Q(A, ) die entsprechende
Zusammenhangskomponente von Czei It. Lemma ??. Die Zelle von A
und I sei wie folgt definiert:

(A T) = { (2,9,6) | (2.y) € Q(A,0),0 € T}

Die Zellen sind innerhalb des Intervalls I unabhéngig von 6, da I keine
kritischen Orientierungen enthlt, und liefern eine Zerlegung des Ceei
in zusammenhéngende, paarweise disjunkte Zellen.

Aus Lemma ?? folgt fiir jedes maximal-unkritische Intervall I’ und
jede Zusammenhangskomponente A’ von V?:18

e A£A = c(AI)Nc(AT)=0.

o [ £1I'=c(AI)Nc(AT) =0.

[ ] Cfrei = UC(A, I)
¢(A,I)und ¢(A’, I') heilen benachbart :<—> I, I’ haben einen gemeinsamen
Endpunkt und es gibt eine (halb—)freie Plazierung
(x*,y*,0%) € c(A, I)Nec(A, ).
Definiere den Zusammenhangsgraph G als den Graphen, dessen Knoten
die Zellen ¢(A,I) sind und der Kanten zwischen benachbarten Zellen
enthélt. In diesem Graphen werden wir uns bewegen, um von e, nach
ey zu gelangen.

Behauptung 1: ¢(A,I) und ¢(A4’, I') liegen in derselben Zusammen-
hangskomponente von G <= ¢(A,I) und ¢(A’,I') sind in derselben
Zusammenhangskomponente von Cye; enthalten.

18¢(A, I) bezeichnet dabei den Abschluf8 der Zelle.
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Beweis 1:

“—>" benachbarte Zellen liegen in derselben Zusammenhangskom-
ponente von Cg.i, weil ihre Abschliisse eine gemeinsame erlaubte
Plazierung enthalten.

“e=" Seien (z,y,0) € c¢(A,I) und (2/,y,0') € c(A',I') zwei freie
Plazierungen aus derselben Zusammenhangskomponente () von

Cfrei-
= 3 stetiger Weg 7 von (z,y,0) nach (2/,y,0"), 7 € Q.
= Je zwei von 7 nacheinander besuchte Zellen sind benachbart.
= ¢(A,I) und ¢(A’,I') liegen in derselben Zusammen-

hangskomponente von G. <&

Der Rand einer Zelle ¢(A,I) kann Kanten enthalten, die nicht Teil
einer Kante von Cp.i sind, weil sie durch die kiinstliche Einteilung in
Zellen entstanden sind. Es gilt aber:

Behauptung 2: Sei ¢(A, I) eine Zelle in Ce;. Dann gibt es eine Kante
e € 0c(A,I) mit e C e, ist Kante von Cpe und (u, L(u)) ist Knoten
von FE.

Beweis 2: Sei u ein Knoten in der Zusammenhangskomponente A von
VY fiir ein 0 € 1.

= u ist Knoten in der zugehorigen Zusammenhangskompo-
nente Q(A,#) von Cf; fiir jedes 0 € I.

= I C L(u).

= e:= e, Nc(A,I) hat die gewiinschte Eigenschaft. o

Eine Verschirfung von Behauptung 2 ist folgende

Behauptung 3: Seien ¢(A4, I) und ¢(A’, I') benachbarte Zellen. Dann
gibt es einen Knoten (w, L(w)) in E, der eine Kante e, in C.; repriisentiert,
die die Rénder beider Zellen schneidet.

Beweis 3: Sei 6* ein gemeinsamer Endpunkt von I und I’ — eine
kritische Orientierung.

1. Fall: die Zusammenhangskomponente A von V%, @ € I, bleibt bei
6* unverandert.

= A=A
= Jeder Knoten w von Q(A, ) liefert einen Knoten
(w, L(w)) in F mit der gewiinschten Eigenschaft.
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2. Fall: die Zusammenhangskomponente A &ndert sich bei 6*, d.h.

A#A.

Betrachte die &ufleren Rénder

der Zusammenhangskomponenten

Q(A,0),0 € T und Q(A',0"),0 € I

von Cgei bzw. Cferlei. Nach

Voraussetzung ist Cge; beschrankt,

also wird jede Zusammenhangs- Q(A,0)
komponente von einem Polygon

umschlossen.
Jeder der beiden Rander hat mindestens drei Ecken. Angenommen,

in der kritischen Orientierung 6* zwischen I und I’ sind alle drei
Ecken eines Randes betroffen.
= Bei 0* verschwindet eine Komponente (Abb. ?7(ii)).
= Es gibt keine (halb-)freie Plazierung (z*,y*,0*) in
c(A, I)Ne(A’, 1), da die Plazierung nicht im Abschlufl
von z. B. ¢(A’, I') liegen kann, wenn dort keine Komponente
vorhanden ist.
= ¢(A,I) und ¢(A’, I') sind nicht benachbart. %
Also gibt es einen Knoten w auf den &ufleren Ridndern von Q(A4, 0)
und Q(A’,6"), der von #* nicht betroffen ist.
= ey € 0c(A,I)Noc(A,T'). &

Behauptung 4: Seien e, und e, zwei Kanten einer Zelle ¢(A, ) von
Ctrei mit e, NOc(A, I) # 0 und e, NOc(A, I) # 0 — nach Behauptung 3
gibt es mindestens eine solche Kante. Dann liegen die zugehérigen
Knoten (u, L(u)) und (v, L(v)) in derselben Zusammenhangskompo-
nente von F.

Beweis 4: Weil I maximal—unkritisch ist, kénnen weder e, noch e,
in ¢(A, I) enden.

= Fiir jedes 6 € I sind u und v Knoten derselben Zusam-
menhangskomponente von Cfrei.

= u, v liegen in derselben Zusammenhangskomponente von
Lemma 7 V9
= (u, L(w)) und (v, L(v)) sind in derselben Zusammenhangs-

I T
Definition &2 komponente von F. &

Damit kénnen wir “—” von Lemma 77 beweisen. Wir wollten zeigen,
dafl zwei Knoten (u, L(u)) und (v, L(v)) in derselben Zusammenhangs-
komponente Z von E liegen, wenn die Kanten e,,e, auf dem Rand
derselben Zusammenhangskomponente W von Cg; liegen.
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Die Zusammenhangskomponente W zerfillt in Zellen.
Sei also e, N dc(A, I) # 0 und e, N Oc(A', I') # 0.
(A ), c(A, T e W.
(A, I),c(A,I') liegen in derselben Zusammenhangskom-
ponente von G.
= es gibt eine Folge ¢(A, I) = ¢(Ao, Ip),c(A1, L), ..., c(Am, In),
c(Ami1, Imi1) = (A, T") von Zellen mit ¢(Aj, ;) und
c(Ajt+1,1j41),7 =0,...,m, sind benachbart.
Vi A(wy, L(w;)) € E = eyw; N0c(Ay, I;) # 0 und
ew; N0c(Ajy1,Ij1) # 0.
= aus Behauptung 4
fiir ¢(Ag, Ip): (u, L(u)) und (wg, L(wp)) liegen in
derselben Zusammenhangskomponente von
fiir ¢(A1, I1): (wo, L(wg)) und (wq, L(wy)) liegen in
derselben Zusammenhangskomponente von E

=
Beh. 1

=
Beh. 3

fiir c(Apmt1, Im+1): (Wi, L(wy,)) und (v, L(v)) liegen in
derselben Zusammenhangskomponente von £

= Behauptung. O

Damit kénnen wir Theorem 77?7 beweisen:

Beweis. (Theorem 77)
Seien ®(s) = ®(xs,ys,0s) = (u, L(u)), ®(t) = (z¢, yt,0:) = (v, L(v)), und
seien ey, e,, die Kanten von Cy.i, die den Knoten (u, L(u)) und (v, L(v)) von
FE entsprechen.

Nach der Definition von @ gibt es kollisionsfreie Translationen von s =
(xs,ys, 0s) nach u (Knoten von ngi) und von ¢ = (z, y¢, 0¢) nach v (Knoten

von Cgfei), also:
3 kollisionsfreie Bewegung von s nach t.
& 3 kollisionsfreie Bewegung von u nach v.
& 3 kollisionsfreie Bewegung von einem Punkt auf e, zu einem
Punkt auf e,, denn ldngs der Kanten von Cgei ist stets eine
Bewegung moglich.
& Die Kanten e, und e, gehoren zum Rand derselben Zusammen-

hangskomponente W von Cpe;.
N Die Knoten (u, L(u)) = ®(s) und (v, L(v)) = ®(t) gehoren zu
Lemma % Jerselben Zusammenhangskomponente Z von FE.
O

Wir wissen nun, da8 fiir zwei (halb-)freie Plazierungen ein kollisionsfreier
Pfad von s nach ¢ genau dann existiert, wenn ®(s) und ®(¢) in derselben
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Zusammenhangskomponente von E liegen. Damit bleiben die Konstruktion
des Kantengraphen E und die Berechnung eines Weges als Probleme.

Da V% die Komplexitit O(mn) hat und nur O(mn Ag(mn)) neue Knoten
und Kanten generiert werden, hat auch der Kantengraph E eine Komplexitét
in O(mn Ag(mn)). Ist die Menge T gegeben, kénnen wir £ — genauer die Zu-
sammenhangskomponente Zs von E, die ®(s) enthélt — in Zeit O(mn A¢(mn) log(mn))
berechnen. Algorithmus ?7 ist ein Sweep im dreidimensionalem Raum. Die
Sweepebenen sind Schnitte durch Cg.o; mit € = konstant und die Ereignisse
sind die 8 € T

Algorithmus 2.12 Berechnung des Kantengraphen

e Berechne die Menge T aller giiltigen kritischen Orientierungen, sortiert
nach aufsteigendem 6.

e Wihle 6y ¢ T und berechne V%,

e Initialisiere F mit den Kanten und Knoten aus V%, dabei bleiben die
Lebensdauerintervalle L(u) zunéichst undefiniert.

e Fiir jede Orientierung 6; in T

— Bestimme die Anderungen in V? beim Ubergang von § = 6; — ¢

nach 6 = 6; + ¢.
— Entferne alle verschwindenden Knoten und Kanten wvq,...,v,,
€1,...,Es AUS V? und setze 6; als obere Grenze der Lebensdauer

von L(v;) bzw. L(ey) ein.

— Fiige alle neu entstandenen Knoten und Kanten vj,...,v%,
el,...,e5 in V? und F ein und setze 6; als untere Grenze der

Lebensdauer von L(v}) bzw. L(ey) ein.

e Schliefe den Kreis nach einem 27 Durchlauf bei 6y und trage die
noch fehlenden Lebensdauern nach, d.h. fasse zwei Knoten der Art
(u, (01, undef.)) und (u,(undef.,f2)) zu einem Knoten (u,(61,02))
zusammen.

Damit erhalten wir folgendes Ergebnis:

Theorem 2.47 (Kedem, Sharir, (Toledo), 1990/1997)

Sei R ein konvexer Roboter mit m Ecken, der sich mit Translation und
Rotation zwischen polygonalen Hindernissen P; mit insgesamt n Ecken bewegt.
Dann lafst sich in Zeit O(mn A¢(mn)log(mn)) und Platz O(mn A¢(mn))
feststellen, ob es eine kollisionsfreie Bewegung von s nacht gibt und gegebenenfalls
eine solche angeben. [2,?]
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Beweis.

Wir haben schon gesehen, dafl es genau dann eine kollisionsfreie Bewegung
von s nach ¢ gibt, wenn ®(s) in derselben Zusammenhangskomponente wie
®(t) in F liegt. Dies kann nach einem Preprocessing in Zeit O(mn Ag(mn))
getestet werden. Ist der Test positiv, wird ein Pfad 7 in E gefunden, der
wie in Algorithmus ?? beschrieben in eine (halb-)freie Bewegung von R
transformiert werden kann. O

Algorithmus 2.13 Bewegungsplanung mit Kantengraph

e Berechne ®(s) und ®(¢) nach Definition ?? auf Seite ?7.

e Teste, ob ®(s) und ®(¢) in derselben Zusammenhangskomponente von
FE liegen. Falls nicht, existiert kein Weg von s nach t.

e Ansonsten sei
7= (6= 005). 8.6, & = 2(1))

der Pfad in E, der ®(s) mit ®(t) verbindet. 7w hat folgende
Eigenschaften: & = (u;, L(u;)) ist Knoten von E, u; ist Knoten von
Cgci und e, ist Kante von Cye;.

e Bewege R von s nach ®(s) (Translation nach Definition 77).

o Fiir jedes i:

e Wiihle eine Orientierung 6; in der Lebensdauer der Kante [£;, &+1]
von F.

e Bewege R entlang der Kante e,, von Cg.i, bis die Orientierung 6;
erreicht wird (Kurve mit Grad < 4).

e Verschiebe R in Cg"ei vom Knoten u; zum Knoten wu;y1, der auf
der Kante ey, von Cg,; liegt.

e Bewege R von ®(t) nach ¢ (Translation).
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Bemerkungen:

Dieser Algorithmus 16st unser wirklich schwieriges Problem, fiir das
eine untere Schranke von Q(m?n?) bekannt ist, in Zeit
O(mn Ag(mn)log(mn)).

Der Spezialfall m = 2 (Leiter) ldfit sich noch etwas effizienter 16sen,
nimlich in Zeit O(n?logn).

Man kann auch ganz Cre; in Zeit O(mn Ag(mn) log(mn)) konstruieren,
nicht nur die Zusammenhangskomponente, die s enthilt (Agarwal,
Amenta, Aronov, Sharir, [?]).

Falls R nicht konvex ist, hat Ce die Komplexitit ©(m3n?) (siehe
Abbildung ??) und kann in Zeit O(m?®n3log(mn)) konstruiert werden,
die Startkomponente in Zeit O((mn)**¢) (Halperin, Sharir, [?]).

Abbildung 2.46: Nicht—konvexer Roboter mit Q(n?) kritischen Plazierungen.
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Kapitel 3

Bewegungsplanung fiir
allgemeine Systeme

In den vorherigen Kapiteln haben wir betrachtet, wie wir Bahnen fiir einen
Roboter planen konnen, der durch ein Polygon beschrieben werden kann.
Als Spezialfille haben wir die Bahnplanung fiir Punkte, Liniensegmente
und Kreise untersucht. Nun stellen wir uns der Frage, ob und wie das
Bahnplanungsproblem fiir allgemeine Systeme gelost werden kann, also fiir
Roboter, die sich nicht mehr durch Polygone beschreiben lassen, wie z. B.
Systeme mit mehreren Armen, die mehrere Teleskop— und Drehgelenke enthalten
kénnen.

3.1 Eine untere Schranke fiir das allgemeine Bahnplanungsproblem

Folgendes Theorem zeigt, dafl das allgemeine Bahnplanungsproblem bereits
mit einer leichten Einschrinkung sehr schwierig ist:

Theorem 3.1 FEin Roboter R sei gegeben durch eine Menge von m unterschiedlich
grofien, achsenparallelen Rechtecken R;, die micht miteinander verbunden

sind. Seine Umgebung sei ein einfaches Polygon P mit achsenparallelen
Kanten. Start— und Zielposition s und t seien halbfreie Positionen der R;

in P. Zu entscheiden, ob es in diesem Modell eine kollisionsfreie Bewegung

von s nach t gibt, ist NP-hart.

Beweis. Wir zeigen, dafl sich das als NP-vollstindig bekannte Problem
Partition auf die Bahnplanung reduzieren 148t [?]. Bei dem Problem Partition
ist eine Menge X = {ai1,...,an} C IN gegeben. Zu entscheiden ist, ob es
eine Teilmenge Y C X gibt, so daf} gilt:

Sa= Y a

a; €Y aJ‘EX\Y
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A A
2 m 2

B

1 1
2amax aq
a2 Qm
aj
as
Rl ... Ron

Abbildung 3.1: Umgebung zur Reduktion von Partition auf das allgemeine
Bahnplanungsproblem.

m
Sei A := Y a; und amax = pax a;. Konstruiere nun in polynomieller
i=1 <i<m
Zeit zur gegebenen Menge X = {aq, ..., a, } eine Szene fiir das Bahnplanungsproblem

wie folgt (vgl. Abbildung ?7):

e Die Umgebung besteht aus einer “Halle” der Breite m mit zwei Seiten-
armen der Breite g und der Hohe 1, die sich in einer Hohe von 2amax
iiber dem unteren Rand der Halle befinden.

e Fiir jedes a; konstruiere ein Rechteck R; des Roboters mit der Hohe
a; und Breite 1, und positioniere R; am unteren Rand der Halle.

e Der Roboter R bestehe aus allen Rechtecken R; und einem weiteren
Rechteck B der Breite m und Hohe > 1, das sich am oberen Rand der
Halle befindet.

e In der Zielkonfiguration t sollen sich die R; am oberen Rand befinden,
B am unteren Rand.

Eine Bewegung von s nach t ist genau dann moglich, wenn alle R; in
die Seitenarme bewegt werden kénnen (genau dann 1d8t sich B vom oberen
Rand zum unteren Rand bewegen). Dies wiederum ist genau dann méglich,
wenn eine Partition der Menge X existiert. 0

Bemerkung 3.2 Man kann sogar zeigen, dafi dieses Problem PSPACE-
hart* ist (Hopcroft, Schwartz, Sharir, [?]).

1Zur Definition von PSPACE-hart siehe Definition ?? auf Seite ??.
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Auch die folgenden Probleme sind NP-hart:
Kopf
e Gegeben sei ein Roboterarm mit m >
3 Drehgelenken in einer Umgebung
mit polygonalen Hindernissen. Gibt
es eine kollisionsfreie Bewegung des
Roboterkopfes?

e Die Bewegung eines Wiirfels zwischen
polyhedralen Hindernissen. (Wir haben
gesehen, dafl fiir ein Rechteck in
der Ebene das Bahnplanungsproblem
effizient losbar ist, aber bereits eine
Dimension hoher wird das Problem
NP-hart).

Dies zeigt, dafl wir im allgemeinen mit exponentiellen Laufzeiten rechnen
miuissen.



150 Kapitel 3 Bewegungsplanung fiir allgemeine Systeme

3.2 Beschreibung des Konfigurationsraumes als
semialgebraische Menge

{(z1,22) | (az1 = b)? + (cxz — d)* < 12}

{(x1,22) ‘ (x1 > aNxy <bAzg >cAhuzg<d}
Xo

d

,
(a,b) a b

C X1

{ (21, 22) | (71 — a)2 + (2 — b)2 <r? } Projektion der Ellipse auf die X;—Achse:
{21 | o2 : (aw1 — b)* + (cwp —d)?> <r}

Abbildung 3.2: Beispiele fiir semialgebraische Mengen.

Zur Losung des Bahnplanungsproblems suchen wir eine Moglichkeit, den
Konfigurationsraum mit einfachen und handhabbaren Mitteln zu beschrei-
ben. Solch eine Beschreibungsmoglichkeit sind semialgebraische Mengen.
Einfach beschreibbare Objekte zeigt Abbildung 7?7, zur genauen Definition
von semialgebraischen Mengen benotigen wir die folgende Klasse von Ausdriicken:

Definition 3.3 (Rekursiv) Ein Tarski—Ausdruck 7T ist:

e Jede polynomiale Ungleichung
<
P(X1,Xs,...,X,) = 0

mit einem Polynom P(Xy, Xo,...,X,) € Q[X;, Xo,...,X,], d. h.

(dlz"~7dn)
P(X1,Xy,.... X)) = > ., X' X3 X[ a )€ Q.
(ila"-vin):O

e Eine logische Verkniipfung von zwei Tarski—Ausdriicken T7, T5:

=Ty, TiVvTy, Ty ATy, Ty —Ts.

e Mit einem Tarski-Ausdruck 7'(X), in dem die Variable X frei vorkommt,?
auch die Ausdriicke:

3X :T(X) und VX :T(X).

2Variablen heiflen frei, wenn sie nicht an einen Quantor (V, 3) gebunden sind, ansonsten
heiflen sie gebunden.
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Damit kénnen wir semialgebraische Mengen wie folgt definieren:

Definition 3.4 Eine Teilmenge S C R™ heifit semialgebraisch, falls es
einen Tarski-Ausdruck T'(X7y, ..., X,) gibt, in dem die Variablen X, ..., X,
frei vorkommen, so daf} gilt:

S={(x1,...,zn) € R" | T(21,...,xy,) ist erfiillt }.

<oo <o
Die Menge der semialgebraischen Mengen ist abgeschlossen gegen (), U ,

Komplement und Projektion. Bei algebraischen Mengen sind nur Ausdriicke
mit “=", keine Ungleichungen erlaubt. Die Nullstellen von Polynomen sind
algebraische Mengen.

Im ersten Schritt beschreiben wir T2
nun R und die P; als semialgebraische {fz = aﬁcxl - ab_cc }
Mengen. Da die Oder—Verkniipfung von
Tarski—Ausdriicken wieder ein {oy=tu )
Tarski—Ausdruck ist, geniigt es, ein “
Dreieck D mit Hilfe eines Tarski-Ausdrucks
zu beschreiben. Dazu gibt es mehrere
Moglichkeiten. Wir kénnen z. B. D durch 1
Summen von Vektoren beschreiben (mit
Quantoren):

D = {(z1,z2) | IAIuA>0Ap>0AA+pu<1
A@1,22) = A(c,0) + p(a,b) }

= {(z1,22) | ANFu(A>0Ap>0A A+ pu<1
ANxy=A+paANzy=pb }.

Ty (x1,22)

Fine Alternative ist die Beschreibung von D als Schnitt von Halbebenen;
in diesem Fall kommen wir sogar ohne Quantoren aus:

be
xr1 —

b
D:{($1,ZU2)|33‘220/\.1‘2§*x1/\332§ .
a a—cC a—cC

To(z1,22)

Triangulieren wir die Hindernisse, so zerféllt ein Hindernis P; in Dreiecke
D;j mit D;; = {(x1,22) | Tij(x1,22) } mit addquatem Tarski-Ausdruck
T;; (X1, X2). Das Hindernis P; 1é8t sich dann als Disjunktion dieser Tarski-
Ausdriicke darstellen:

Pi(X1,X2) =T 1(X1, Xo) VT 2(X1, Xo) V... VT (X1, Xo)
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Wir kénnen also die Menge der Hindernisse durch einen Tarski—Ausdruck
H (X1, X2) beschreiben. Ebenso kann der Roboter R in seiner Ausgangslage
R(0,0,90°) durch einen Tarski-Ausdruck R(X7, X3) beschrieben werden.

Wie beschreiben wir nun die Bewegungen des Roboters?
Translation: Durch Addition eines Translationsvektors (Z;)

Rotation um 6: Eine Rotation 148t sich durch Anwendung einer Rotationsmatrix
(COSH _Sme) beschreiben. Das Problem dabei ist, dafl die Funktionen

sinf cos@
sin und cos nicht algebraisch sind. Da der Winkel 6 jedoch nicht
explizit benotigt wird, reicht es aus, eine Rotationsmatrix (g; 7551 2)

mit S? 4+ 5% = 1 zu benutzen.

Damit kénnen wir Bewegungen als Tarski—Ausdruck
B(X1, Xo, X1, X3, A1, Ag, S1, S2)

!
beschreiben, mit B(x1, z2, 27, ¥, a1, a2, 51, s2) :<=> die Zielposition (7}) geht
2

aus der Startposition (;;) durch Rotation des Roboters mit (z; ;?) und

anschliefender Translation um (') hervor, also wenn gilt:

()= (2 o))+ ()

Der Roboter darf nicht von einem Ausgangspunkt (x1,x2) durch eine
Bewegung B(...) in einen Zielpunkt (2, %) iiberfithrt werden, der in einem
Hindernis liegt. Der Raum der verbotenen Konfigurationen Cyep 188t sich
damit beschreiben als:

Cverb(ALAQ,Sl,Sg) =
3 X1, Xo, X{, X (R(X1, Xo) A H(X{, X5) (%)

A B(X1, Xa, X1, X3, A1, A2, 81, 55)).

Durch Negation dieses Ausdrucks erhalten wir eine Beschreibung des Raumes
der freien Konfigurationen als semialgebraische Menge:

Cirei(A1, A2, 51,52) := —Cyerb (A1, A2, S1,52)

Dies zeigt, daf3 die Losung des Bahnplanungsproblems mit den Giiltigkeitsbereichen
von Tarski—Ausdriicken zusammenhé#ngt. Diese Technik 148t sich auf Roboter
mit mehreren Freiheitsgraden verallgemeinern; dabei werden nur die benutzten
Ausdriicke komplizierter [?].
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3.3 Collins’ zylindrische algebraische Zerlegung

Wir haben bereits erkannt, dafl wir keinen effizienten Algorithmus fiir das
allgemeine Bewegungsplanungsproblem erwarten diirfen. Wir wissen auch —
siehe Abschnitt 7?7 —, dafl es Probleme gibt, die so schwierig sind, daf} sie
iiberhaupt nicht algorithmisch lésbar sind. In diesem Abschnitt wollen wir
uns mit der Entscheidbarkeit zweier Probleme befassen. Die dabei benutzte
Beweistechnik koénnen wir danach auf unser Bewegungsplanungsproblem
anwenden.

Problem 1:
Die Theorie der reellen Zahlen ist die Menge aller Tarski—Ausdriicke ohne
freie Variablen, die iiber ganz R gelten:

Q= {T|T ist Tarski-Ausdruck ohne freie Variablen }

Th(R) = {T € Q| T gilt itber R}

Beispiele:
Vo (22 <0— 2 =0) € Th(R)
Vo dy (x>0 =z =y?) € Th(R)
3z (22 = —1) ¢ Th(R)
Theorem 3.5 (Tarski, 1951)
Die Theorie der reellen Zahlen ist entscheidbar. [?]
Problem 2:

Wir haben Beispiele von semialgebraischen Mengen gesehen, die sich durch
Tarski—Ausdriicke beschreiben lassen, in denen keine Quantoren auftreten.
Das ist kein Zufall! Denn es gilt:

Theorem 3.6 Jede semialgebraische Menge lifit sich durch einen quan-
torenfreien Tarski—-Ausdruck definieren.

Beide Theoreme werden wir im folgenden beweisen, dazu bendtigen wir
allerdings noch etwas Handwerkszeug:

Definition 3.7 Eine Algebraische Zerlegung des R" ist ein endliches
System KC,, disjunkter Teilmengen (Zellen) des R™ fiir die gilt:

e Jede Zelle C; € K, ist semialgebraisch.

e Jede Zelle C; € K, ist homdomorph zu einem RF. k < n, d.h. jede
Zelle ist zusammenhéngend und hat keine Locher. Fiir k = 0 ist C}
ein algebraischer Punkt.3

3Ein Punkt, dessen Koordinaten sich durch algebraische Zahlen darstellen lassen.
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Xo

~ R?

X1

Abbildung 3.3: Beispiel fiir eine zylindrische algebraische Zerlegungen.

m

o [C, ist eine disjunkte Zerlegung des R™: R" = |J Cj.
j=1
Eine Probefunktion o, ist eine Funktion o, : I, — R", die jeder Zelle
Cj einen Probepunkt 0,(C;) € C; zuordnet.
Die Projektion m, sei die Abbildung

o R* — RM!
<X17---;Xn) — (Xl,...,Xn_l)

Die Projektion einer Menge M ist die Projektion ihrer Elemente: m,, (M) :

{yly=m(z),2 € M}

Definition 3.8 Ein System (K,,0,) heiit zylindrische algebraische
Zerlegung (cylindrical algebraic decomposition, CAD, hier: ZAZ) des R"
falls gilt:

e [C, ist eine algebraische Zerlegung mit Probefunktion o,,.

e Fiir n > 1 liBt sich der R"™! rekursiv zerlegen, d.h. es existiert eine
ZAZ (Kp_1,0,_1) des R"! mit:

— Die Probefunktion zu C,,_1 ist die Projektion der Probefkt. zu

Kn:
Un_ltlcn_l — ]Rn_l

T(C) +— mp(on(C))

— Zu jeder Zelle C; € K, existiert eine Zelle C’j’- € K,,—1 mit C} =
7 (Cj), die Projektion einer Zelle in K, ist eine Zelle in ;.
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— Fiir Zellen C;,C; € K, mit m,(C;) = m,(Cy) gilt m,(0n(Cy)) =
Tn(0n(C}))-

e Fiirn = 1ist Ky eine Zerlegung von IR in eine endliche Menge algebraischer
Zahlen, den (endlichen und unendlichen) offenen Intervallen zwischen
diesen Zahlen.

e Der Zylinder iiber C’ sind alle Zellen C € K,, mit 7,(C) = C".

Abbildung ?7? zeigt ein Beispiel fiir eine zylindrische algebraische Zerlegungen.
Die Zerlegung besteht aus vier Viertelebenen (homdomorph zum R?), vier
Halbgraden (~ R!) und einem Punkt (~ R?). Die Probepunkte sind mit x
gekennzeichnet.

Definition 3.9 Sei P CQ[X},...,X,] eine endliche Menge von Polynomen
iiber Q[X71,...,X,]. Eine zylindrische algebraische Zerlegung (KC,,, 0,,) heifit
P—invariant, wenn gilt:

Vi(X1,...,Xn) € P:VC € K, : sign (f’c) = const,

d.h. fiir alle Punkte (x1,...,z,) derselben Zelle C' hat f(xi,...,z,) das
gleiche Vorzeichen.

Fiir den Beweis von Theorem 7?7, Theorem 7?7 und fiir das Bewegungs-
planungsproblem ist folgendes Theorem entscheidend. In der Bewegungsplanung
entspricht die Dimension der Anzahl der Freiheitsgrade des Robotersystems.

Theorem 3.10 (Collins, 1975)

Man kann eine P—invariante zylindrische algebraische Zerlegung effektiv
konstruieren. Die Laufzeit ist polynomiell in Anzahl und Grad der Polynome
in P, doppelt exponentiell in der Anzahl der Dimensionen. [?]

Die Idee ist, die Polynome in P zu einem Polynom P zusammenzufassen
und die Zerlegung schrittweise mit wachsender Dimension zu konstruieren.
Fiir eine Dimension n fassen wir P als Polynom in einer Variablen auf
und bestimmen dessen Nullstellen, die als Funktionen {iber n — 1 Variablen
dargestellt werden. Diese Nullstellen dienen als Intervallgrenzen bei der Kon-
struktion des Zylinders. Genauer:

Beweis. Durch Induktion iiber n. Sei P(X1,...,X,):= [] P

n=1: P(X;) habe den Grad m = P(X;) hat » < m viele verschiedene
reelle Nullstellen. Die ZAZ in Abbildung 7?7 ist nach dem Zwischenwertsatz
P—invariant.
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Wegen Stetigkeit kein Vorzeichenwechsel in den Intervallen

Xl X2 . Xr—l Xr

Abbildung 3.4: Zylindrische algebraische Zerlegung fiir n = 1.

n > 1: Fasse P(X1,...,X,) := [I P(Xi,...,X,) als Polynom in X,, mit
PeP
Koeffizienten in Q[ X7, ..., X,,—1] auf.

Sei (1,...,2,-1) € R"™! ein festes Tupel, P(X,,) := Py, 2., (Xn)
und sei r := grady, (P(X,)) der Grad der Variablen X,. Dann ist

die Anzahl der verschiedenen reellen und komplexen Nullstellen von
P(X,,) gleich

r—grady (ggT(P(Xn), P'(X,) )>
Ableitung nach X,

Begriindung;:
a ist k—fache Nullstelle von f(x)
= f(a) = (z —a)*- g(z) mit g(a) # 0

fl(z) = k(z — a)* 1. g(x) + (z — @)% - ¢'(2) hat « als
(k — 1)—fache Nullstelle.

4

J j
Ist also f(z) = ]:[ (z — ai)¥, so ist ggT(f(z), f(z)) = [ (x — )k~ 1,

=1

=1
und der Grad von f ist um j hoher als der des ggT.
Man kann nun polynomielle Bedingungen dafiir aufstellen, daf} sich

grady (P(X,)) und grady, (ggT (P(Xn), P/(Xn)) nicht #ndern.* Wendet

man die Induktionsvoraussetzung auf diese polynomiellen Bedingungen
an, dann existiert eine ZAZ (K;,_1,0,-1) des R" 1, bei der grady (P(X,,))
und grady (ggT(P(X,), P'(X,))) auf jeder Zelle C' konstant sind.

= Die Anzahl der verschiedenen reellen Nullstellen von
P(X,) ist auf jeder Zelle konstant.
= Die verschiedenen reellen Nullstellen lassen sich auf jeder

Zelle C durch stetige Funktionen
fl(Xl, . ,Xn_l) < fQ(X]_, ... ,Xn_l) <... < fj(Xl, ... 7Xn—l)
darstellen.

4Dazu braucht man Kenntnisse aus der Resultantentheorie, die wir spéter erldutern.
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Man benutzt diese f; auf folgende Weise, um den Zylinder C' x R in
Zellen zu zerlegen, auf denen P(X7y,...X,,) ein konstantes Vorzeichen
hat (siehe Abbildung ?7?):

0071 = {(:cl,... ,xn_l,y) | (a:l,...,mn_l) S C, y < fl(:L’l,.. .,:cn_l)}

Ci={(x1,...,2n-1,y) | (x1,...,2n-1) €C, y= fi(z1,...,2n-1) }

Ci,i-i—]. - { (xlv"wxn—l?y) | (xlw . 'aﬁn—l) S C7
fi(xh .. 'awn—l) <y< fi—‘rl(‘rlv cee 75[;11,—1)}

ijo - {(:Elu"'uxn—hy) ‘ (x17"‘7xn—1) S Cv fj(xl)"'al‘n—l) < y}

Die Probepunkte werden entsprechend definiert. So entsteht (ICy,, 0y,).

O
Xn

7,00
Cj fj(xl,---xn—l)
02 fg(ﬂ?l,...xnfl)

R

Ci2
G Ji(we, .. 2n1)
Co1

C

(21, Zp_1)
Abbildung 3.5: Zerlegung des Zylinders C' x R.

Damit kann man die Entscheidbarkeit der Theorie der reellen Zahlen
(Theorem ?7?) beweisen. Wir beschrinken uns hier auf ein signifikantes

Beispiel: Ist die Tarski-Formel VX 3Y : T'(X,Y) giiltig?

Berechne eine T-invariante ZAZ (Ks, 02) des R?, d. h. die Polynome in X
und Y, die in T' vorkommen, haben auf jeder Zelle ein konstantes Vorzeichen.
Sei (K1, 01) die projizierte eindimensionale ZAZ, dann gilt:

VX 3Y : T(X,Y) ist giiltig < fiir jede Zelle C’ € K1 gibt es eine Zelle
C € Ko im Zylinder iiber C’ mit T'(z,y) ist wahr fiir (z,y) = 02(C).
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“=—" Sei C’ € K beliebig. Betrachte z = 01(C") € C’. Nach Voraussetzung
gibt es ein ¢ mit T'(z, 7). Sei C die Zelle iiber C' mit (z, ) € C. Wegen
der T-Invarianz gilt dann auch T'(x,y) fir (z,y) = 02(C).

“e=" Sei 7 beliebig. Sei C’ die Zelle in K1 mit £ € C’. Nach Voraussetzung
gibt es ein C' € Kq iiber €’ mit T'(z,y) fiir (z,y) = 02(C). Es existiert
ein g mit (Z,7) € C, da C im Zylinder von C’ liegt, wegen der T—
Invarianz gilt dann auch T'(z, 7).

Dies ist ein endliches Problem und kann in endlich vielen Schritten getestet
werden. Der Beweis fiir andere Quantoren und Formeln mit l&ingerem Préfix
ist analog. O

Auch die Eliminierung von Quantoren (Theorem ??) kann man nun beweisen:

Beispiel: Sei S = {2z | 3Y : H(z,Y) } eine semialgebraische Menge, wobei
H ein Tarski-Ausdruck ist. Darin ist x eine freie, Y eine gebundene Variable.

Wie oben sei (Kg, 02) eine ZAZ fiir die Polynome in H. Fiir eine Zelle C
sei a¢ der quantorenfreie Tarski-Ausdruck, welcher C' definiert (nach Collins
exisitiert ein solcher).

Betrachte
C:={C" €Ky |3C € Ky iiber C' mit H(z,y) fiir (z,y) = 02(C) }

und setze a(z) :== \ acr(x). Beachte: a(x) ist quantorenfrei!
c’eC

Behauptung: S = {z |3Y H(z,Y) } = {z ] a(z) }.

“C” Gelte H(Z, 7). Dann sei # € C, und C sei die Zelle ﬁbe{é mit (Z,7) €
C'. Dann gilt auch H(z,y) fiir (z,y) = 02(C). Alsoist C = C’ € C und
wegen z, T € C' folgt a().

“D” Gelte a(z). Dann gilt auch acr(Z) fiir ein C’ € C, also auch & € C".
Sei C die Zelle iiber ¢’ mit H(z,y) fiir (z,y) = 02(C). Dann existiert
ein § mit (Z,7) in C, da C im Zylinder iiber C’ liegt. Dann gilt auch
H(z,79). O

Im Folgenden wollen wir zeigen, welche polynomiellen Bedingungen gestellt
werden miissen um die zylindrische algebraische Zerlegung rekursiv durchzufiihren.
Eine Bedingung war unter anderem, dass fiir das Polynom p(Xn) gilt, dass
grady, (ggT(P(X,), P'(X,))) konstant ist.

Allgemeiner bestimmen wir die Anzahl gemeinsamer Nullstellen zweier
Polynome A(X) und B(X) mit Grad a respektive Grad b. Wir betrachten
dazu fiir (0 < j < min{a,b} — 1) Polynome U;(X) mit Grad b — j — 1, und
V;(X) mit Grad a — j — 1. Diese Polynome sollen die Gleichung
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A(X)U;(X) = B(X)V;(X) =0

erfiillen. Das Polynome U; hat b— j Koeffizienten u; und das Polynom V;
hat a—j Koeffizienten v;. Das Polynom auf der linken Seite obiger Gleichung
hat somit Grad a +b—j — 1.

Lemma 3.11 Genau dann wenn A(X)U;(X)—B(X)V;(X) = 0 eine nicht-
triviale Losung hat, haben die Polynome A(X) und B(X) j+1 gemeinsame
Nullstellen.

Beweis. O.B.d.A. betrachten wir A, B,U und V als normierte Polynome.
Also sei A(X) = (X —a1)--- (X —ag), B(X) = (X = 51)-- (X — By),
Uj(X) = (X = )+ (X = pipy1) und Vy(X) = (X = 1) -+ (X = vy 1)
Sei j die kleinste Zahl, so dass A(X)U;(X) — B(X)V;(X) = 0 eine nicht-
triviale Losung hat. Dann gilt u, # vs, r € [1,0—j — 1], s € [1,a — j — 1].
Sonst liesse sich ein Faktor entfernen und die Gleichung gelte immer noch.
Ein Widerspruch zum kleinsten j! Es existiert eine eindeutige Faktorisierung
von A(X)U;(X) und B(X)V;(X). Jede Nullstelle von U; muss nun eine
Nullstelle von B und jede Nullstelle von V; eine Nullstelle von A sein. Dann
haben A und B j + 1 gemeinsame Nullstellen!

Umgekehrt, falls A(X) und B(X) j + 1 gemeinsame Nullstellen haben,
dann kénnen wir die restlichen Nullstellen von A auf V; und die restlichen
Nullstellen von B auf U; verteilen und A(X)U;(X) — B(X)V;(X) = 0 hat
eine nicht-triviale Losung! O

Mit diesen Aussagen konnen wir eine Bedingung fiir die Anzahl der

gemeinsamen Nullstellen aufstellen. Das lineare Gleichungssystem der Koeffizienten
von A(X)U;(X) — B(X)V;(X) = 0 besteht aus a + b — j Gleichungen
aber nur a + b — 2j Unbekannten (Koeffizienten aus U;(X) und V;(X)).
Wir betrachten lediglich die ersten a + b — 25 Koeffizienten des Polynoms
A(X)U;(X) — B(X)V;(X). Dann ergibt sich ein lineares Gleichungssystem
mit a + b — 2§ Unbekannten und a + b — 2j Gleichungen.

Sei (A, B) die Determinante der Matrix dieses Gleichungssystems.
Wir werden zeigen, dass es ausreicht, das kleinste j zu bestimmen, so dass

(A, B) # 0 ist.

Theorem 3.12 Die Anzahl der gemeinsamen Nullstellen von A und B ist
die kleinste Zahl j, so dass 1j(A, B) # 0 gilt.

Beweis. Sei j = 0 und (A, B) die Determinate der ersten a + b — 2j
Gleichungen fiir die Koeffizienten mit hochstem Grad in X aus A(X)U;(X)—
B(X)V;(X) = 0. Also haben wir hier ein lineares Gleichungssystem mit
a + b Gleichungen und a + b Unbekannten. Falls (A, B) = 0 ist, dann hat
A(X)U;(X) — B(X)V;(X) = 0 geméB Lemma 77 eine nicht-triviale Losung
und somit eine gemeinsame Nullstelle. Ansonsten gibt es keine gemeinsame
Nullstelle.
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Nehmen wir nun an es gébe nicht-triviale Losungen fiir A(X)U;(X) —
B(X)Vi(X) = 0 fir ¢« = 0,...,5 — 1, so dass A und B mindestens j
gemeinsame Nullstellen haben. Wir zeigen: Das Vorzeichen von (A, B)
entscheidet, ob j 4+ 1 oder nur j gemeinsame Nullstellen existieren.

Betrachte dazu A(X)U;(X)—B(X)V;(X) = C;(X), wobei C; ein Polynom
vom Grad < j —1 sei. Sei ¥ das lineare Gleichungssystem mit Koeffizienten
aus Uj, V; und Cj. Zu den a+b—2j Unbekannten kommen also j Unbekannte
dazu und X ist ein quadratisches System. Das Subsystem Y’ mit den ersten
a+b—2j Unbekannten und a+b—2;j Gleichungen fiir X* fiir i € [, a-+b—j—1]
benutzt keine Koeffizienten aus C}.

Es ist leicht zu sehen, dass ¥’ genau dann nicht-triviale Losung (¢ (A, B) =
0) hat, wenn ¥ eine nicht-triviale Losung besitzt. Die Matrix von ¥’ ist eine
echte Submatrix von X, die Determinante von ¥/ ist genau dann gleich null,
wenn die Determinante von ¥ null ist.

Falls nun (A, B) # 0 gilt, dann hat A(X)U;(X)—-B(X)V;(X) = Cj(X)
nur die triviale Losung. Insbesondere gilt das dann auch fiir A(X)U;(X) —
B(X)V;(X) = 0, nach Lemma ?? haben A und B genau j gemeinsame
Nullstellen.

Falls aber v;(A,B) = 0 gilt, dann existieren U;, V; und C; die die
Gleichung A(X)U;(X) — B(X)V;(X) = C;(X) erfiillen. Nach Annahme
haben A und B mindestens j gemeinsame Nullstellen. Dann teilt das Produkt
der Nullstellen das Polygon C;(X). Da der Grad von C; aber j —1 ist, kann
nur C; = 0 gelten und die Gleichung A(X)U;(X) — B(X)V;(X) = 0 hat
ebenfalls eine nicht-triviale Losung. Nach Lemma ?? haben A und B dann
mind j + 1 gemeinsame Nullstellen. O

Wir betrachten nun zwei Beispiele. Zunéchst ein Beispiel, dass zwei
Polynome mit festen Koeflizienten verwendet. Danach ein Beispiel, dass
gemif der Aufgabenstellung Koeffizienten verwendet, die selbst wieder Polynome
sind.

Beispiel I: Betrachte A(X) = X3 —6X2+11X —6 und B(X) = 2X?%—
6X + 4, dann ist (0 < j < min{a,b} — 1 = 1). Als Ubungsaufgabe fiir den
Leser ist zu zeigen, dass 1y(A, B) = 0 gilt.

Sei nun j = 1, dann wéhle U;(X) = up mit Grad b — j — 1 = 0, und
Vi(X) = viX+vo mit Grad a—j—1 = 1. Aus A(X)U;(X)-B(X)V;(X) =0
folgt ug(X3 —6X2+11X —6) = (2X2 —6X +4)(v1 X +vg). Wir betrachten
die ersten a + b — 25 = 3 Gleichungen von a + b — j = 4 Gleichungen mit
a+b—2j = 3 Unbekannten. Aus ug(X3—6X2+11X —6) = 2v; X3+ (—6v; +
200) X2 + (4v1 — 6v9) X + 4vg erhalten wir folgende Rechung:

2 0 -1 2 0 -1 2 0 1
W(AB)=| -6 2 6 |=[6 2 0 |=[6 —2 0|=0.
4 -6 —11 18 —6 0 0 0 0

Daraus folgt, dass A(X) = X? —6X% + 11X — 6 und B(X) = 2X? —
6X + 4 mindestens zwei gemeinsame Nullstellen haben. Das stimmt auch,
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denn (X —3)(X —2)(X —1) = A(X) und 2(X —2)(X —1) = A(X) 148t sich
leicht verifizieren.

Beispiel I1: Sei P(X,Y,Z) = X2+ Y? + Z? — 1. GemiB der rekursiven
Konstruktion einer zylindrischen Zerlegung wollen wir den Grad von P (Xp) =
Pu,...en_, (X)) und die Anzahl der gemeinsamen Nullstellen von P(X,,) und
P'(X,,) konstant halten! Nun sei Pxy(Z) = Z2 + (X2 +Y? - 1) =: A(Z)
und Py y(Z) = 2Z =: B(Z). Offensichtlich hat Px y(Z) konstant Grad 2
unabhéngig von X und Y.

Fiir die Festlegung der Anzahl gemeinsamer Nullstellen betrachten wir
(0 < j < min{a,b} —1 = 0). Fiir j = 0 haben wir Uy(Z) = up mit Grad
b—j—1=0und VW(Z) = v1Z + vp mit Grad a — j — 1 = 1. Dann ist
A2)UH(Z) — B(Z)Vi(Z) = up(Z? + (X2 +Y? = 1)) — (01 Z + v)2Z =
(ug — 2v1) 2% — 2v0Z + up(X2 4+ Y2 — 1) = 0. Die ersten a + b —2j = 3
Gleichungen mit a + b — j = 3 Unbekannten ergeben:

-2 0 1
0 -2 0 =4(X*+Y?-1)
0 0 (X?2+Y2-1)

und das Vorzeichen von Q(X,Y) = 4(X? + Y2 — 1) bestimmt die Anzahl
der Nullstellen von P.

Aus den bisherigen Uberlegungen liBt sich der folgende Vorschlag fiir die
allgemeine Aufstellung der polynomiellen Bedingungen extrahieren:

Theorem 3.13 Sei P(x,, . x,_,)(Xn) gegeben und der Grad X, in P sei k.
Firj=0,...,k sei Qj(X1,...,Xn1) der Koeffizient von P(x, . x,_)(Xn)
mit Grad j. Sei P x,, . x,_.))(Xn) die Summe aller Terme des Polynoms

Pix,,..x,_)(Xn) mit Grad < j in X,,. Wir definieren weiterhin R;; =

W (P(jv(Xlenfl))(Xn),P(’L(Xl’”"Xn_l))(Xn)) firl = 0,...,7 —2. Sei Q
die Menge der Polynome aus Qj und R;;. Dann gilt: Die Anzahl der
verschiedener Nullstellen von Px, . x,_,)(Xyn) ist konstant falls alle Polynome
aus Q ein konstantes Vorzeichen haben.

Die Menge der betrachteten Polynome erscheint auf den ersten Blick
etwas hochgegriffen. Es kann aber tatséchlich sein, dass einige Koeffizienten
entfallen und die Betrachtungen dann fiir die entstehenden Polynome mit
kleinerem Grad ebenfalls durchgefithrt werden miissen. Insofern ist dieser
konservative Ansatz gerechtfertigt.
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3.4 Anwendung auf die Bewegungsplanung
Mit der Technik des vorherigen Abschnittes kénnen wir nun folgendes zeigen:

Theorem 3.14 (Schwartz, Sharir, 1983)
Das Problem der Bewegungsplanung fiir allgemeine Systeme ist effektiv berechenbar.

[?]

Beweis.
Crei sei als semialgebraische Menge gegeben (vgl. Formel (%) auf Seite ?7?):
Crrei = {(a17a2731732) €R' |V X1, X2, X{, X}

(_'R(Xla X2) \ _'H(Xiﬂxé) \ _'B(X17X27X{?Xé7al>a27 S1, 52)) }

T

e Sei (K4, 04) eine T—invariante zylindrische algebraische Zerlegung des
R* fiir die Polynome in R, H und B (diese ist effektiv, aber nicht
effizient berechenbar). Sei KCg.; die Menge aller Zellen C'in Ky, KCs, Ko, K1
mit C C Chpe;.

Wir nehmen zusitzlich an, daBl Cgg
offen ist, also keine Hinderniskanten
aneinanderstoflen, wie in der Abbildung
skizziert.  Damit  geniigt es fiir
die Bahnplanung, alle drei- und
vierdimensionalen  freien  Zellen zu

betrachten.
4D
e Wir bauen den Zusammenhangsgraph
aller drei- wund  vierdimensionalen
Zellen aus Kpei; dabei ist  stets 4D 3p

eine vierdimensionale Zelle zu einer

dreidimensionalen benachbart.

Zum Test einer dreidimensionalen Zelle C und einer vierdimensionalen
Zelle C" auf Nachbarschaft benutzen wir folgende Eigenschaft:

VeVq3qd : (ac(q) Ne>0— ac(d)Nlg—d| <e).

Dabei bezeichnen ac¢, acr die definierenden Tarski—-Ausdriicke (quantorenfrei)
fiir die Zellen C,C". Nach Theorem ?? auf Seite 7?7 kann dieser Test

effektiv entschieden werden.

Zu gegebener Start— und Zielkonfiguration s, ¢:
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e Bestimme die Zellen Cs 5 s und C; 3 t in Kge; (teste durch Einsetzen
von s,t in die definierenden Polynome sdmtlicher Zellen C' € Kgei, 0b
ac(s) bzw. ac(t) gilt).

e Wende Breitensuche an, um einen Pfad von Cs nach C; im Zusammenhangsgraphen
zu finden. Falls erfolgreich, liefert die Breitensuche eine Folge von
Zellen Cs = C1,C5,Cs, ..., Copt1 = C; mit
C9+1, 0 <14 < p hat Dimension 4,
C5;, 0 < i < p hat Dimension < 3,
Coi41 ist zu C; 42 benachbart (0 <i < p—1), Cyp zu Copyy.

Xy
g Cz
Liftung 3(Caivz)
03(Ca;)
Ti+1
Coit1

Projektion

Ti/—i-l

Abbildung 3.6: Induktive Konstruktion von m: Projektion und Liftung.

e Konstruiere einen Pfad 7 von s nach ¢ durch C1,Co, ..., Copir:

e Von s nach o3(C5),
e von 03(C2) zu 03(Ci12),
e von 03(Cyp) nach t.

Die Konstruktion erfolgt induktiv iiber die Dimensionen: Angenommen,
in 7T4(02¢+1) ist Pfad Tz{+1 von 71'3((73(022')) nach 7T3(03(021'+2)) bereits
konstruiert, dann lifte 7] 1 zu Pfad 7,41 C Cg;41 unter Beachtung der
Abstéinde zu den Zellenwiinden von Cs;41 in Richtung — X4 und + Xy,
vgl. Abbildung ?7.

Damit ist — im wesentlichen — gezeigt, dafl das allgemeine Bewegungsplanungsproblem
effektiv gelost werden kann. O

Da das allgemeine Bewegungsplanungsproblem zwar effektiv, aber nicht
effizient gel6st werden kann, setzt man in der Praxis approximative Verfahren
ein oder verfolgt andere Ansétze zur Zellzerlegung, die weniger Zellen produzieren.
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Kapitel 4

Roboter in der
Fertigungstechnik

Abschliefend wollen wir ein Thema behandeln, das im Zusammenhang mit
Robotern in der industriellen Fertigung interessant ist.

4.1 Orientierung polygonaler Werkstiicke ohne Sensoren

Parts-
Feeder

Abbildung 4.1: Parts—Feeder zur Orientierung von Werkstiicken.

Stellen wir uns folgendes Problem vor: In einer Fertigungsanlage wird
ein FlieBband mit planaren Werkstiicken — z. B. Rohlingen fiir Schliissel —
beschickt. Diese werden einer Maschine zur Verarbeitung zugefiihrt, die die
Werkstiicke nur verarbeiten kann, wenn diese in einer bestimmten Lage auf
dem FlieBband liegen. Die Lage der Werkstiicke auf dem Flieband ist jedoch
zunéchst einmal zuféllig; wenn etwa die Werkstiicke aus einem Behélter auf
das Band fallen. Zu konstruieren ist also eine Einheit, die die Werkstiicke
in die richtige Lage bringt, ein sogenannter Parts—Feeder. Die Eingabe in
den Parts—Feeder ist ein Strom von Werkstiicken in beliebiger Orientierung,
die Ausgabe ein Strom von Werkstiicken in eindeutiger Orientierung, siehe
Abbildung ?7?.

Haufig sind Parts—Feeder direkt auf die Rohlinge abgestimmt, was zur
Folge hat, da3 die Hardware des Parts—Feeders auszutauschen ist, wenn
sich die Werkstiicke dndern. Interessanter wéren reprogammierbare Parts—
Feeder, die aus Kostengriinden ohne Sensoren auskommen sollten.
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Abbildung 4.2: Parallel-Jaw Gripper.

Wir betrachten hier den Parallel-Jaw Gripper, der aus einem Greifer mit
zwei parallelen Backen besteht und ein Werkstiick greifen und drehen kann,
siehe Abbildung ??. Dieser Greifer ermdglicht die Ausfithrung der folgenden
Aktion (Greifaktion) A:

e Drehe den Greifer auf einen Winkel « bzgl. einer Normalstellung.
e Schliee beide Backen gleichzeitig, bis das Werkstiick eingeklemmt ist.
o Offne beide Backen.

Der einzige Parameter einer Greifaktion ist der Winkel «y; wir kénnen also
eine Folge von Aktionen A; durch eine Folge von Winkeln «; beschreiben.
Das Problem 148t sich damit folgendermafien spezifizieren: Gegeben ist die
Beschreibung eines polygonalen Werkstiicks' mit n Kanten und eine Ziel-
orientierung des Werkstiicks. Finde einen Plan A = (Ay,..., Ax) = (a1,..., o)
zur Ansteuerung des Greifers, der ein Werkstiick in beliebiger Ausgangs-
lage in die Zielorientierung bringt. Abbildung ?7? zeigt vier Beispiele fiir die
Ausfiithrung eines Plans A = (0°,45°) mit unterschiedlichen Ausgangslagen.

Die Zielorientierung kann dabei nur bis auf 1 4
Symmetrien in der konvexen Hiille eindeutig sein, (a)
in nebenstehender Abbildung hat der Greifer keine 2 3
Moglichkeit, die Orientierungen (a) und (b) voneinander
zu unterscheiden. 3 2
(b)
4 1

Fassen wir die Annahmen zusammen:

1. Der Greifer besteht aus zwei parallelen Backen.

D h. die konvexe Hiille des Werkstiicks ist ein Polygon.
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Abbildung 4.3: Vier Beispiele fiir die Ausfiihrung eines Plans A = (0°,45°).

2. Die Richtung des Greifers ist orthogonal zu den Backen.

3. Die konvexe Hiille des Werkstiicks wird als festes, planares Polygon
angesehen, alle Aktionen beziehen sich auf die konvexe Hiille des Werkstiicks.

4. Das Werkstiick liegt isoliert vor, d. h. es muf3 nicht aus einem Haufen
anderer Werkstiicke gezogen werden und der Abstand zwischen zwei
Werkstiicken auf dem Band ist grof3 genug.

5. Die Ausgangsposition des Werkstiicks ist unbekannt; bekannt ist nur,
daf} es zwischen den Backen des Greifers liegt.

6. Beide Backen treffen gleichzeitig auf das Werkstiick (Pure Squeezing).
Wir werden spéter betrachten, wie man mit einer kombinierten
Schiebe-/Greifaktion ohne diese Annahme auskommt.

7. Es gibt keine Reibung zwischen den Backen und dem Werkstiick.

Die letzte Annahme soll verhindern, daf} sich
das Werkstiick zwischen den Backen einklemmt,
wir nennen so eine Lage ein instabiles Gleichgewicht.
Man kann diese Annahme durch mechanische Abhilfen
wie Rollbénder am Greifer oder Vibrationen simulieren
und algorithmisch verhindern, dafl das Werkstiick
nach dem ersten Schritt in eine Lage gebracht wird, die zu einem instabilen
Gleichgewicht fithren kénnte.
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Eine Lage, in der mindestens eine Kante der
konvexen Hiille des Werkstiicks mit einer Backe
Kontakt hat, nennen wir ein stabiles Gleichgewicht.

auf

dia
2
3
0
0 3 T %ﬂ' 27
s
2
3
T
3
0 0
0 3 T %7‘( 27

Abbildung 4.4: Durchmesser— und Greiffunktion.

Der Algorithmus zur Berechnung eines Plans fiir den Greifer stiitzt sich
die beiden im folgenden definierten Funktionen:

Definition 4.1

(i)

(i)

Die Durchmesserfunktion dia : [0,27) — R, gibt fiir eine feste
Orientierung des Werkstiicks den Abstand dia(6) zweier paralleler Linien
mit Winkel 6 an, die das Werkstiick beriihren.

Die Greiffunktion s : [0,27) — [0, 27) bildet eine Orientierung 6 des
Werkstiicks beziiglich des Greifers auf eine Orientierung s(6) beziiglich
des Greifers nach der Greifaktion ab. Sie ist stiickweise konstant und
berechnet sich aus der Durchmesserfunktion, indem alle Orientierungen,
die zwischen zwei lokalen Maxima von dia(f) liegen, auf die Orientierung
0 abgebildet werden, an der dia(f) das lokale Minimum zwischen den
beiden Maxima annimmt, vgl. Abbildung ??7. Wir legen fest, dafl die
Intervalle nach rechts offen und nach links abgeschlossen sind.

(iii) Fir eine Sequenz von Aktionen A = (aq,ag,...,a_1,a;) und eine

Ausgangsposition 6 bezeichne

S(A,0) :=s(s(...s(s(s(0 —a1) —a2)...) —ar_1) — ag)
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die Position des Werkstiicks bzgl. des Greifers nach Ausfithrung der
Sequenz A.

Bei der Greiffunktion ist zu beachten, dafl sie beziiglich des Greifers
definiert ist. Befindet sich das Werkstiick in einer Orientierung 6 bzgl. des
Greifers und der Greifer fiihrt eine Greifaktion bei Winkel « aus, so ist die
Orientierung des Werkstiicks bzgl. des Greifers nach der Aktion s(f — «).

Die Durchmesserfunktion ist uns schon bei der Berechnung von kiirzesten
Pfaden fiir Liniensegmenten, in Theorem 7?7 auf Seite 77 begegnet. Sie
beschreibt, wie sich der Abstand zweier paralleler Linien — in unserem
Fall die Backen des Greifers — &ndert, wenn die Linien um das Werkstiick
rotieren. Ein stabiles Gleichgewicht wird offensichtlich in den lokalen Minima
der Durchmesserfunktion erreicht.

dia
dreifache vierfache finffache
Rotationssymmetrie T 0
T=73 T=7% T=z% r=3

Abbildung 4.5: Rotationssymmetrie und Periodizitét von dia; dia fiir » = 3.

Die Durchmesserfunktion hat aufgrund ihrer Definition stets eine Periode
von 7: eine Rotation der parallelen Linien (bzw. des Greifers) um 180° liefert
denselben Durchmesser. Weitere Perioden entstehen durch Rotationssymmetrie
in der konvexen Hiille des Werkstiicks, sieche Abbildung ??. Perioden in der
Durchmesserfunktion induzieren eine Struktur in die Greiffunktion:

Definition 4.2 Eine Greiffunktion s ist T—periodisch, falls fiir alle 6 €
[0, 27) gilt:
s(0+T)=s(0)+T.

Lemma 4.3
(i) Fir Polygone mit r—facher Rotationssymmetrie ist die Greiffunktion
T —periodisch mit
27

= 0T rmod2))’

(i) Fir eine T—periodische Greiffunktion s gilt:

S(A,0+T) = S(A,0) +T.



170 Kapitel 4 Roboter in der Fertigungstechnik

Beweis. Ubungsaufgabe. O
Aus Lemma ?7?(ii) folgt, daB es keinen Plan gibt, der die Orientierungen
f und 0 4+ T in eine gemeinsame Zielorientierung iiberfithren kann.

Definition 4.4 Gegeben sei ein Werkstiick W. Sei T' die kleinste Periode

der zu W gehorenden Greiffunktion s. Ein Plan A orientiert die konvexe

Hiille von W bis auf Symmetrie, falls in der Menge der moglichen letzten
2

Orientierungen S(A, 0) genau Z¢ Orientierungen sind, die gleichverteilt auf

[0, 27) liegen.

Fiir das Werkstiick in Abbildung 77 z. B. gilt r = 2,T = 7. Fiir den Plan
A = (0°,45°) gibt es die moglichen Zielorientierungen 7 und 277.
Zur Beschreibung des Algorithmus miissen wir noch einige Begriffe festlegen:

(i) Ein Intervall © ist eine zusammenhéngende Teilmenge von [0, 27), |©|
bezeichne die Lénge des Intervalls.

(ii) Ein s—Intervall ist ein halboffenes Intervall [{;,v;), wobei & und v;
Unstetigkeitsstellen der Greiffunktion sind. Da die Greiffunktion O(n)
Unstetigkeitsstellen hat, gibt es O(n?) eindeutige s-Intervalle.

(iii) Zu einem s—Intervall © sei das s—Image s(©) das kleinste Intervall,
das die Menge

{s(0)[0cO}
enthélt. Ein s—Image ist stets ein abgeschlossenes Intervall.
S S
27 2 27
3
S S
‘®1| 5(62)
T =5(01) 0
0 0
0 s 0 0 m 0
@1 @2

Abbildung 4.6: Finden von s—-Intervallen.

Algorithmus 7?7 findet einen Plan zur Orientierung des Werkstiicks. Zur
IMustration betrachten wir ein Rechteck mit den Kantenlingen 2 und 3
(Abbildung ??). Da das Seitenverhiltnis 3 betrégt, sei a = arctan3. In

Schritt 2 wird der grofite Schritt in der Greiffunktion gefunden, in unserem
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Algorithmus 4.1 Orientierung eines Werkstiicks (Pure Squeezing)

e Berechne die Durchmesserfunktion und die Greiffunktion.

e Bestimme das lidngste s—Intervall ©1, iiber dem die Greiffunktion stetig
ist. Wir legen fest, daf} dieses Intervall zur Periode gehort. Setze ¢ := 1.

e Solange ein s—Intervall © mit |s(©)| < |0;| existiert:

e Setze 0,11 auf das Grofite dieser s—Intervalle.
e Inkrementiere 3.

= Liste £ = (01,09,...,0;) mit |0;| =T.

e Berechne aus £ einen Plan A = (o, j—1,...,1):

~Firj=i—1,i-2,...,1:

aj = s(§r1) — & — &5 + g

Dabei ist €; = 1 (|0, — [s(6;41)|) eine Fehlertoleranz, w.a. zur
Vermeidung instabiler Gleichgewichte.

Fall ©® = [7 — a,7m + a) mit |©1] = 2a. Man beachte, da} s(0;) eine
einzige Orientierung mit Winkel 7 ist (Abbildung ?7(i)). Im dritten Schritt
suchen wir das grofite s—Intervall mit einem s-Image kleiner als ©;. Wie
in Abbildung ?7(ii) gezeigt, kann dies durch Anlegen eines Quadrats mit
Seitenléngen |©;| linksbiindig an alle Stufen der Greiffunktion gesucht werden.
Beriihrt das néchste Intervall der Greiffunktion das Quadrat, hat man ein
solches s-Intervall gefunden, hier bei O = [r—a, 2m—a) mit $(02) = [, 3]
und |s(02)| = § < [O1]. So fahren wir fort, bis der Algorithmus mit |©;| =T
terminiert, was in unserem Beispiel wegen |G| = 7 bereits der Fall ist.

Unser Werkstiick liegt zu Beginn in einer Orientierung 6 € ©,. Nach
der ersten Aktion bei Winkel 0° liegt die Orientierung des Werkstiicks in
5(02). Wegen |s(0O2)| < |©1| konnen alle Orientierungen aus s(©2) mit einer
Aktion auf einen Punkt abgebildet werden, wenn s(03) in ©1 ausgerichtet
werden kann. Dies kann durch Drehung des Greifers auf den Winkel s(£2)—&;
erreicht werden. Da die Orientierung des Werkstiicks dann in ©1 bzgl. der
Greiferstellung liegt, kann mit einer zweiten Aktion das Werkstiick in die
Orientierung s(01) gebracht werden.

Wenn die Orientierung des Werkstiicks zu Beginn im Bereich ©; liegt,
wird es auf die Orientierung s(©;) + «; gedreht. Wegen |©;| = T orientiert
der Plan A das Werkstiick bis auf Symmetrie. Unser Rechteck wird also mit

dem Plan A = (0, %) auf den Winkel § gedreht, wenn seine Orientierung
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zu Beginn im Bereich [—a, 7 — a) lag, und auf den Winkel %7‘1’, wenn es im
Bereich [ — a, —a) lag.

Theorem 4.5 (Goldberg, 1993) Gegeben sei eine Liste von n Kanten, die
die konvexe Hiille eines gegebenen Werkstiicks reprdsentieren. Dann lif$t sich
in Zeit O(n?logn) die kiirzeste Sequenz von Greifaktionen finden, die eine

Orientierung des Werkstiicks bis auf Symmetrie garantiert. Der gefundene
Plan hat eine Linge von O(n?). [?]

Beweis.
Wir zeigen die Korrektheit und die Vollstandigkeit von Algorithmus 77 und
schétzen seine Laufzeit ab:

Korrektheit:
Zu zeigen ist: (i) der berechnete Plan orientiert das Werkstiick eindeutig
bis auf Symmetrie, und (ii) es gibt keinen kiirzeren.

(i) Der Algorithmus findet einen Plan, der ein s-Intervall © der
Lénge T auf einen Punkt 6" abbildet, wobei T' die kleinste Periode
der Greiffunktion des Werkstiicks ist. Wegen s(6 +71') = s(0) +T
gilt fiir jeden Plan A: A0+ T) = A(0) + T. Z.B. gilt fiir einen
zweistufigen Plan A = (aq, a):

SA,0+T) = s(s(0+T—a1)— a2)
= s(s(0—a1)+ T — a9)
= s(s(0—ai1)—as)+T
= S(A,0)+T
= 0+T

Wenn der Plan alle Orientierungen eines s—Intervalls © auf ¢’
abbildet, bildet er alle Orientierungen eines s-Intervalls ©’ mit
gleicher Linge wie © und einem Offset von KT auf ¢ + kT ab.
Die Zielorientierung wird also eine der 2 7 Orientierungen sein, die
gleichverteilt auf [0, 27) liegen. Der Plan wird also das Werkstiick
bis auf Symmetrie orientieren.

(ii) Zum Beweis, dafl es keinen kiirzeren Plan gibt, benutzen wir
folgende
Behauptung: Jeder Plan, der eine Menge © C [0,7) auf einen
Punkt 6 abbildet, bildet auch das kleinste zusammenhéngende
Intervall, das © enthilt, auf 0 ab.

Beweis: Sei ©' das kleinste zusammenhingende Intervall, das
© enthilt. Wegen der Monotonie der Greiffunktion gilt s(©’) =
5(©). Die erste Greifaktion wird also in beiden Fillen das gleiche
s—Image erzeugen und mit dem Rest des Plans kann ©’ auf einen
Punkt abgebildet werden. &
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Nehmen wir nun an, es existiert ein Plan A’ mit weniger Schritten

als A. Sei (01,02, ...,0;) die Liste der s—Intervalle, die der Algorithmus
gefunden hat, (01, ©,...,0}) seien die zum Plan A’ gehorenden
Intervalle erweitert auf zusammenhéngende Intervalle. Aufgrund

des Algorithmus gilt |©;| > |©]]. Da A’ nach j Schritten terminiert,

A jedoch nicht, mu§ |©;| < || gelten. Also existiert ein & mit

Okl > 0} und [Op 41 < 10411

4, der Algorithmus hitte das gréBlere Intervall ©)_ ; gewihlt.

Vollstandigkeit:

Fiir jedes Werkstiick finden wir einen Plan. Aus technischen Griinden
erweitern wir hier die Greiffunktion mit Periode T auf s : R —
R — wegen s(0 +T) = s(0) + T ist dies moglich. Wir beweisen
die Vollsténdigkeit, indem wir zeigen, dafl wir fiir jede Greiffunktion
stets eine Sequenz von s-Intervallen (©1,0s,...,0,) finden, bei der
|©;| groer ist als [s(©;41)]. Wir zeigen, dafl wir fir jede stiickweise
konstante, monotone Greiffunktion und jedes s—Intervall stets ein groferes
s—Intervall finden, bis wir auf die Periode T' in der Funktion stoflen.

Sei h die Léange des bereits gefundenen s—Intervalls, dann ist zu zeigen:

(i) Entweder finden wir ein s-Intervall, dessen s-Image kleiner ist:
30 :s(0 + h) —s(6) < h,

(ii) oder h ist die Periode der Greiffunktion:
V6 :s(0+ h) =s(f)+ h.

(i) sagt aus, daf zum aktuellen s-Intervall ©; = [0;,0;4h) ein Intervall
© = [0, 0 + h] existiert, dessen s-Image kleiner ist als ©;. Wir kénnen
© nach rechts bis zur néchsten Unstetigkeitsstelle erweitern, ohne das
s—Image zu vergréfiern. Dies liefert ein s—Intervall ©" mit kleinerem
s-Image als ©;, dessen Differenz zu © ein offenes Intervall ist, dessen
Lénge somit ungleich Null ist. Also gilt |©| > |©].

Um zu zeigen, dafl entweder (i) oder (ii) gilt, betrachte das Integral
von s(6 + h) — s(0) — h iber [0,T):

T T+h T
/Os(9+h)—s(0)—hd9 . /h s(H)dH—/O 5(0)df — hT
h T+h
_2 _/O 5(9)d0+/T s(0) do — hT
h
d9+/0 s(0) + T d6 — hT

h
d9+/ s(6)do + hT — hT
0

—/Ohs(e)
—/Ohs(e)
0
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Also existiert ein Punkt, an dem die Funktion einen negativen Wert
annimmt (i), oder die Funktion ist konstant Null (ii).

Laufzeit:

Durchmesser— und Greiffunktion lassen sich in Zeit O(n) berechnen.
Auch der groite Teilschritt in der Greiffunktion (Schritt 2) 148t sich in
Zeit O(n) berechnen, da die Funktion maximal O(n) Unstetigkeitsstellen
hat. In der Schleife (Schritt 3) werden O(n?) s-Intervalle durchlaufen,
die in einer nach |s(©)| sortierten Liste gespeichert sind; Schritt 3
benétigt also Zeit O(n?). Die Konstruktion des Plans aus der Liste
der Intervalle (01,02,...,0;) ist in Zeit O(i) moglich. Es dominiert
die Zeit fiir das Sortieren der Intervalle; insgesamt erhalten wir eine
Laufzeit von O(n?logn).

a

Bisher sind wir von der unrealistischen Annahme ausgegangen, dafl beide
Backen des Greifers das Werkstiick gleichzeitig beriihren. Von dieser Annahme
wollen wir uns im folgenden 16sen und Aktionen betrachten, bei denen das
Werkstiick erst ein Stiick geschoben und dann gegriffen wird (Push—and—
Grasp). Eine Aktion des Greifers besteht jetzt aus folgenden Schritten:

Drehe den Greifer auf einen Winkel « bzgl. einer Normalstellung.
Verschiebe den Greifer in Richtung o + § um eine Distanz J.

Schliele beide Backen gleichzeitig, bis das Werkstiick eingeklemmt ist.
Verschiebe den Greifer in Richtung —(a + §) um —6.

Offne beide Backen.

Wir nehmen jetzt an, daf§ der Schwerpunkt des Werkstiicks bekannt ist
und die Distanz § so grof§ ist, dafl das Werkstiick durch Verschieben in eine
stabile Orientierung gebracht werden kann.

Analog zur Durchmesser— und Greiffunktion benutzen wir hier folgende
Funktionen:

Definition 4.6
(i) Die Radiusfunktion rad : [0,27) — R gibt fiir eine feste Orientierung
des Werkstiicks den Abstand rad(f) zwischen dem Schwerpunkt und
einer Linie mit Winkel 6 an, die das Werkstiick beriihrt.

(ii) Die Schiebefunktion p : [0,27) — [0,27) bildet eine Orientierung
0 des Werkstiicks beziiglich des Greifers auf eine Orientierung p(f)
beziiglich des Greifers nach der Schiebeaktion ab. Sie ist stiickweise kon-
stant und berechnet sich aus der Radiusfunktion, indem alle Orientierungen,
die zwischen zwei lokalen Maxima von rad(#) liegen, auf die Orientierung
0 abgebildet werden, an der rad(f) das lokale Minimum zwischen den
beiden Maxima annimmt.

2Wegen der Periodizitét gilt: th+h L= fOT = foh oot fTT+h ..
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(iii) Die Transferfunktion ¢ : [0,27) — [0, 27) beschreibt eine Aktion,
bei der zunéchst geschoben, danach gegriffen wird:

g:=Sonp.

Damit koénnen wir mit Algorithmus ?? einen Plan berechnen; im er-
sten Schritt ist natiirlich die Transferfunktion statt der Greiffunktion zu
berechnen.
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Anhang A

Grundlagen

In diesem Kapitel sollen einige Themen behandelt werden, die nicht unmittelbar
zum Thema Bewegungsplanung fiir Roboter gehoren, wohl aber Grundlagen
zu diesem Thema sind und zum Teil aus anderen Vorlesungen (Theoretische
Informatik, Algorithmische Geometrie etc.) bekannt sind. Aus diesem Grunde
hat die Darstellung hier auch eher den Charakter eines kurzen Einblicks zur
Wiederholung des Stoffs.

A.1 Komplexitatsklassen

Die Klasse NP ist die Menge der Probleme, die von einer nichtdeterministischen
Turingmaschine in polynomieller Zeit gelost werden kénnen. Ein Problem S
ist eine Menge S C ). Zu einer Eingabe z € 2 ist zu entscheiden, ob x € S
gilt.
Eine nichtdeterministische Turingmaschine M 16st ein Problem in polynomieller
Zeit, wenn es ein Polynom p(n) gibt, so daf fiir alle z € Q genau dann x € S
gilt, wenn ein Rechengang von M existiert, so dafl M, angesetzt auf x, nach
p(Jz|) Schritten mit der Antwort ”ja” stoppt.

Definition A.1 Ein Problem S iiber 2 heifit NP-vollstindig, wenn gilt:
1. Se NP.

2. Jedes andere Problem S’ € NP liBt sich in polynomieller Zeit auf
S reduzieren, d.h. fiir alle S’ iiber ' in NP gibt es eine Funktion
f: Q' — Q und ein Polynom p(n), so daB:

(i) Vo’ € Q' : f(x) ist in Zeit p(|z|) berechenbar, und

(i) Vo' e U : f(a') e S 2’ € 5.
Anders ausgedriickt: géibe es eine schnelle Losung fiir S, so auch fiir
jedes andere Problem S’ € N'P.

Ein Problem S heifit NP-hart, wenn es die zweite Forderung erfiillt.
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Ein prominentes Beispiel fiir NP-vollstéindige Probleme ist das Problem
SAT: gegeben seien m Klauseln iiber n booleschen Variablen. Eine Klausel
C; ist eine Disjunktion von k Literalen, also negierten oder nicht negierten
Variablen:

ki
Ci =\ m, WijE{Xz,Ye,léﬁgn}, 1<i<m.
j=1

Es soll entschieden werden, ob eine Belegung w = (wy, ..., w,) € {0,1}"
existiert, so dafl alle Klauseln erfiillt sind.

SAT liegt in NP, da eine nichtdeterministische Turingmaschine eine
Variablenbelegung raten und in polynomieller Zeit iiberpriifen kann, ob
der Ausdruck damit “wahr” wird. Weiterhin kann SAT zur Simulation der
Rechengéinge einer nichtdeterministischen Turingmaschine — die ein beliebiges
Problem S € N'P lésen kann — benutzt werden. Also gilt:

Theorem A.2 (Cook, 1971)
SAT ist NP-vollstindig. [?]

Bei dem Problem 3—-SAT sind m Klauseln mit je drei Literalen gegeben,
und es soll entschieden werden, ob eine Wahrheitswertbelegung existiert, die
den Ausdruck erfiillt:

Q:{a:}n\(ml\/mg\/mg), wijE{Xg,)(g,lgfﬁn}},
=1

§={aeq|a etfilbar } .

Da SAT sich auf 3-SAT reduzieren 18, ist bereits 3-SAT NP-vollstindig.!

Um ein anderes Problem als NP-hart nachzuweisen, geniigt es nun zu
zeigen, dafl SAT oder 3—SAT sich auf dieses Problem reduzieren 148t. Fiir
die NP-Vollstiandigkeit ist zuséitzlich zu zeigen, daf§ das Problem in NP liegt.

Eine andere Klasse von Problemen ist die Klasse PSRACE:

Definition A.3 Ein Problem S gehort zu PSRACE, wenn S von einer
deterministischen Turingmaschine auf polynomiell beschrinktem Band berechnet
werden kann. Ein Problem S heifit PSPACE-hart, wenn sich jedes andere
Problem aus PSRACE auf S reduzieren l4t, analog zu Definition 77?7

'Das Problem 2-SAT dagegen, bei dem die Klauseln aus zwei Literalen bestehen, it
sich in polynomieller Zeit 16sen.
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Da bei den Problemen aus PSRACE keine Beschrinkung in der Laufzeit
gefordert ist, die Laufzeit bei Problemen der Klasse NP jedoch polynomiell
beschrankt ist — und damit erst recht der verwendete Speicherplatz —,
kann eine deterministische Turingmaschine alle moglichen Rechengéinge einer
nichtdeterministischen Turingmaschine nacheinander berechnen und
priifen. Der dabei benutzte Speicherplatz ist polynomiell beschriankt. Es gilt
somit die Hierarchie:?

P C NP C PSRACE.

Neben der berithmten Frage P L NP ist auch die Frage P L PSPACE offen.
Ein PSPACE-vollstandiges Problem ist die Erfiillbarkeit boolescher Ausdriicke
mit Quantoren (QSAT), also Ausdriicke wie z. B.

VeIyVz: (T ANz —yVZ).

Als Vertreter fiir NP-vollstédndige Probleme haben wir also die Erfiillbarkeit
boolescher Ausdriicke ohne Quantoren (SAT), als Vertreter fir PSPACE-
vollstandige Probleme das gleiche mit Quantoren.

Mehr zum Thema Komplexitédtsklassen und NP-vollstdndige Probleme findet
sich z. B. im Buch von Garey und Johnson [?].

2P bezeichne die Menge aller in polynomieller Zeit 15sbaren Probleme.
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A.2 Entscheidbarkeit

In der Regel denken wir iiber Fragen der Laufzeit nach. Manche Probleme
sind allerdings so schwierig, daf sich die Frage stellt, ob sie iiberhaupt mit
Hilfe von Computern l6sbar sind. Doch was heifit iiberhaupt entscheidbar?

Definition A.4 Ein Problem S C € heifit entscheidbar, wenn es eine
Turingmaschine M gibt, so dafl

Ve e Q) M angesetzt auf x
1) stoppt und
2) liefert die Antwort “ja”, falls x € §

liefert die Antwort “nein”, falls « ¢ S

Tatséchlich gibt es unentscheidbare Probleme — und das ist eine sehr
wichtige Erkenntnis. Dafi es unentscheidbare Probleme geben muf}, kann
man mit einem einfachen Abzéhlbarkeitsargument begriinden: es gibt nur
abzéhlbar unendlich viele Turingmaschinen, aber iiberabzéhlbar viele Teilmengen
S der Menge 2 = IN.

Beispiele fiir unentscheidbare Probleme sind:

e Die Uberpriifung der semantischen Korrektheit fiir (Turing-)Programme.
Bereits das Halteproblem, also die Frage, ob ein gegebenes Programm
nach endlicher Zeit anhélt, ist unentscheidbar.

o Gegeben seien n  Typen von
Dominosteinen mit je 4 Farben blau gelb
(siehe Abbildung). Die Frage,
ob man mit diesen Steinen die
Ebene so kacheln kann, so dafl nur
gleiche Farben benachbart sind, ist
unentscheidbar.

blau rot rot  gelb
gelb griin

e Das “Game of Life” von John Conway — vorgestellt z. B. von Gardner
[?]3 — wird in einem zweidimensionalem Gitter gespielt. Jede Zelle des
Gitters hat entweder den Status “lebend” oder “tot”. Eine Verteilung
von lebenden und toten Zellen (Generation) erzeugt eine Nachfolgegeneration,
indem fiir jede Zelle gezdhlt wird, wie viele ihrer acht Nachbarzellen
leben. Der Status einer Zelle in der Nachfolgegeneration ergibt sich
durch folgende Regeln:

3http://acf5.nyu.edu/ mm64/x52.9264/0ctober1970.html
Siehe auch http://hensel.lifepatterns.net/ (Java—Applet)
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Tod: Eine Zelle ist in der folgenden Generation tot, wenn sie in der
aktuellen Generation weniger als 2 oder mehr als 3 lebende Nachbarn
hat (Isolation bzw. Uberbevilkerung).

Uberleben: Eine lebende Zelle iiberlebt, wenn sie genau 2 oder 3
lebende Nachbarn hat.

Geburt: Eine tote Zelle wird zu einer lebenden, wenn sie genau 3
lebende Nachbarn hat.

Das Schicksal einer Population im Game of Life ist unentscheidbar.

e Die Losbarkeit Diophantischer Gleichungen (Hilberts 10. Problem):
gegeben ein Polynom P(Xi,...,X,) € Z[X1,...X,]. Gibt es eine
Belegung (z1,...,z,) € Z", so dal P(z1,...,z,) = 0 gilt?

Fin Beispiel fiir eine Diophantische Gleichung ist Fermats Problem:

X" Y™ =2"

Entscheidbar dagegen ist die Theorie der reellen Zahlen — die Menge aller
Tarski-Ausdriicke* ohne freie Variablen, die iiber ganz R gelten:

Q= {T|T ist Tarski-Ausdruck ohne freie Variablen }
Th(R)={T € Q| T gilt iiber R}.

Weitere Ergebnisse zum Thema Entscheidbarkeit finden sich z.B. in dem
Buch von Borger et. al. [?].

4Siehe Definition ?? auf Seite ?7?.
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A.3 Voronoi—Diagramme

A.3.1 Definition und Eigenschaften

(i (i) (i)

Abbildung A.1: (i) Bisektor zwischen p und ¢, (ii) Regionen von p, ¢, r, (iii) Regionen
von p, q, T, S.

Es waren einmal zwei méchtige Fiirsten — da ihre Namen nicht iiberliefert
sind, nennen wir sie p und ¢ —, die das weite Land Errquadrat unter sich
aufteilen wollten. Da beide Fiirsten gleich méchtig waren, beschlossen ihre
Weisen — Delaunay und Voronoi — jeden Punkt im Lande dem Fiirsten
zuzuordnen, zu dessen Schlofl er den kleinsten Abstand hat. Die dabei ent-
stehende Grenze — die Weisen nannten sie den Bisektor — zwischen den
Fiirstentiimern war eine Gerade (Abbildung ?7?(i)), auf der jeder Punkt von
beiden Schléssern gleich entfernt war:

B(p,q) = {x € R? | |ap| = |zq|}-

Dabei bezeichnet |xq| den euklidischen Abstand, z = (x1,22), ¢ =
(01, 92):

2al = /(21— @) + (22 — )7 .

So lebten denn p und ¢ gliicklich, bis ein dritter Fiirst r hinzukam,
der ebenso méchtig war wie p und ¢ und das Land jetzt unter den dreien
aufgeteilt werden mufite. Die Weisen beschlossen, ihr Kriterium beizubehalten
und die Grenzen — die Bisektoren — nach diesem Kriterium neu zu berechnen.
Zu der Geraden zwischen p und ¢ fiigten sie die Geraden p/r und ¢/r und
schnitten sie dort ab, wo die Distanz zum dritten Schlof3 geringer wurde als
die Distanz zu den beiden Schléssern, zwischen denen der jeweilige Bisektor
verlauft (Bild (ii)).

Auch als schliefllich ein vierter Fiirst s sein Schlo genau in der Mitte
des Dreiecks der drei anderen Schosser baute, wurde das Distanzkriterium
beibehalten, obwohl das Gebiet von s dadurch recht klein ausfiel (Bild (iii)).?

SUnter http://web.informatik.uni-bonn.de/I/GeomLab/VoroGlide/ findet sich ein
Java—Applet zur Visualisierung von Voronoi-Diagrammen, Delaunay—Triangulationen und
konvexen Hiillen von Punkten im R?. [?]
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Definition A.5 Sei S C R? eine Menge von Punkten (Sites), p € S. Die
Voronoi—Region des Punktes p bzgl. der Punktmenge S ist die Menge aller
Punkte aus R?, denen p néher ist als jeder andere Punkt aus S:

VR(p,S) := {2 € R? | |pz| < min x|}t
(p,S) = { [pz| < _min {laal}}

Das Voronoi—Diagramm der Menge S besteht aus den Punkten, die
auf einer Grenze zwischen zwei Voronoi-Regionen liegen:

V(S) := [ OVR(s, 9).

peES

Die Stiicke der Bisektoren, die die Voronoi—Regionen beranden, heiflen
Voronoi—Kanten, die Punkte, an denen mehrere Voronoi—Kanten zusammentreffen,
heilen Voronoi—Knoten.

Eine andere Ansicht von Voronoi-Diagrammen ist, von jedem Punkt aus
S einen Kreis wachsen zu lassen. Alle Kreise starten zum gleichen Zeitpunkt
und wachsen gleich schnell. Ein Punkt x wird der Region zugeordnet, dessen
Kreis ihn als erster erreicht. Erreichen & mehrere Kreise zur gleichen Zeit,
so liegt x auf einem Bisektor. Auch umgekehrt 148t sich z dem Punkt
p € S zuordnen, den ein um x wachsender Kreis als erster erreichen wiirde
(Abbildung ?7?(ii)). Liegt = auf einer Voronoi-Kante, so trifft der Kreis um
x zwel Punkte aus S gleichzeitig (Abbildung ?7?(iii)), liegt er auf einem
Voronoi-Knoten, so trifft er drei Punkte aus S (Abbildung ?7(iv)).

(i) (if) (iif) (iv)

Abbildung A.2: (i) Delaunay—Triangulation und konvexe Hiille, = ist (ii) in Region
von p, (iii) auf Voronoi-Kante zwischen p und ¢, (iv) ein Voronoi-Knoten.

Lemma A.6 Das Voronoi-Diagramm V(S) einer Menge S von n Punkten
hat die folgenden FEigenschaften:

(i) V(S) hat O(n) Kanten, Knoten und Flichen (folgt aus der Fuler—
Formel).

(i) V(S) lafst sich in Zeit O(nlogn) mittels Divide—and—Conquer, Sweep
oder inkrementell berechnen.
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(i4i) Das Problem der nichsten Nachbarn (gegeben: m Punkte pi,...,pn,
Query—Punkt x, gesucht: p; mit |xp;| < minj; |xp;|) reduziert sich auf
das Lokalisierungsproblem im Voronoi—Diagramm: In welcher Voronoi—
Region VR(pi,{p1,-..,pn}) liegt x? Dies lifst sich bei gegebenem V(S)
nach Vorbereitungszeit O(n) in Zeit O(logn) pro Query beantworten.

(iv) Die Punkte mit unbeschrinkten Voronoi-Regionen bilden die konvezxe
Hiille von S (in Abbildung ?7? (i) fett gezeichnet).

(v) Verbindet man in S alle Punkte, deren Voronoi—Regionen gemeinsame
Kanten haben, so entsteht ein zum Voronoi—Diagramm dualer Graph.
Sind die Punkte aus S in allgemeiner Lage, ist dieser Graph eine
Triangulation der Punktmenge S, die Delaunay—Triangulation, bei
der der kleinste auftretende Winkel maximal unter allen mdglichen
Triangulationen von S ist. Die Delaunay—Triangulation ist in Abbildung 77 (i)
gestrichelt, die konvexe Hiille ist Teil der Delaunay—Triangulation.

(vi) Zu jedem Dreieck der Delaunay—Triangulation enthdlt der Umkreis keinen
Punkt aus S. Dies ist eine dquivalente Charakterisierung der Delaunay—
Triangulation. Algorithmus 77 lafit sich aus dieser Figenschaft ableiten.

Algorithmus A.1 Inkrementelle Berechnung der Delaunay—Triangulation

e Beginne mit 3 beliebigen Punkten.
e Fiige sukzessive die iibrigen n — 3 Punkte ein:

— Falls p;y1 auflerhalb der konvexen Hiille der bisher eingefiigten
Punkte liegt: verbinde p;4; mit allen Punkten der konvexen Hiille,
die von p;11 aus sichtbar sind.

— Andernfalls lokalisiere das Dreieck D, in dem p;4+1 liegt, und
verbinde p;11; mit allen Ecken von D. (Dabei entsteht eine
Triangulation, jedoch nicht notwendigerweise eine Delaunay—
Triangulation, da der Umkreis vorhandener Delaunay—Dreiecke
jetzt piy1 enthalten kann).

— Fiihre solange Edge—Flips durch, bis alle Dreiecke die
Umkreisbedingung erfiillen, vgl. Abbildung ?7(ii).

Definition 77 148t sich verallgemeinern, indem man statt Punkten eine
Menge beliebiger Objekte M = {Mj, ..., M,} in  betrachtet und fiir jedes
Objekt M; eine Abstandsfunktion d; : © — R=? angibt; die Distanzfunktion
kann jetzt abhingig vom Objekt sein! Die Voronoi—Region eines Objekts M;
ist dann:

VR(M;, M) :={w € Q| di(w) < r;a;? dj(w) }.

Fiir die Bewegungsplanung spielen die folgenden Verallgemeinerungen
eine Rolle.
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Ch’(pla e api)
Pm Pm
pj bj
Pit1
Dit+1 edge-flip Di+1

Do Pk Do Pk

(i) (ii)

Abbildung A.3: (i) Der neue Punkt p;y; liegt auBerhalb der konvexen Hiille, (ii)
pit+1 liegt innerhalb des Umkreises des Dreiecks (p;, pk, pm ), die Kante pgp,, wird
umgeklappt.

A.3.2 Voronoi-Diagramme bzgl. konvexer Distanzfunktionen

B(p,q)

B(p,q)

(i) (i) (i)

Abbildung A.4: (i) Einheitskreis der L;—Metrik, (ii) Bisektor zwischen p und g, (iii)
der Bisektor zwischen p und ¢ kann zwei Viertelebenen enthalten.

Bleiben wir zunéichst bei Punkten im R? als Objekte, verwenden aber
eine Metrik, die von der euklidischen Metrik verschieden ist, z.B. die Lq—
Metrik — auch als Manhatten—Metrik bekannt — die anschaulich die Distanz
zwischen zwei Orten in einer Stadt mit orthogonalem Straflengitter angibt.
Die Distanz zwischen zwei Punkten p = (p1,p2) und g = (¢1, g2) betrigt

Li(p,q) = |p1 — q1] + |p2 — 2|

Voronoi—Diagramme bgzl. der L1—Metrik enthélt man durch Anwendung
von Definition 7?7 mit der L;—Metrik statt der euklidischen Metrik oder mit
dem Modell der Kreise, die sich um die Sites ausbreiten, wobei die Kreise
jetzt die Gestalt der Einheitskreise der L;—Metrik haben miissen.

Die Punkte p = (z,y) auf dem Einheitskreis bzgl. der L;—Metrik miissen
der Gleichung |z| + |y| = 1 geniigen, der Einheitskreis ist daher ein um 45°
gedrehtes Quadrat der Seitenléinge v/2 um den Ursprung, siche Abbildung ??(i).



186 Kapitel A Grundlagen

Daraus ergeben sich fiir den Bisektor zwischen zwei Punkten p und ¢ drei
Fille: liegen beide Punkte auf einer gemeinsamen X— oder Y-Koordinate,
so ist der Bisektor eine achsenparallele Gerade zwischen p und ¢. Spannen
p und ¢ ein echtes Rechteck auf, besteht der Bisektor aus zwei Halbgeraden
auBerhalb des Rechtecks und einem Liniensegment mit Winkel £7, das beide
Halbgeraden innerhalb des Rechtecks verbindet, siehe Abbildung ?7(ii). Eine
Besonderheit tritt auf, wenn p und q ein Quadrat aufspannen, dann enthélt
der Bisektor zwei Viertelebenen (Abbildung ?7?(iii)), alle diese Punkte haben
ja bzgl. der Li—Metrik zu p und ¢ den gleichen Abstand!

(i) (i)

Abbildung A.5: (i) Abstand von p zum Ursprung bzgl. konvexer Distanzfunktion,
(ii) Abstand von p und g.

Allgemeiner sind konvexe Distanzfunktionen, die durch eine kompakte,
konvexe Menge S C R2, die den Ursprung O enthilt, definiert werden. Die
Einheitskreise der L1— und Lo—Metrik sind Spezialfille einer solchen Menge,
S ist der Einheitskreis der definierten Metrik. Wegen der Konvexitét gibt es
zu jedem Punkt p € R? genau einen Schnittpunkt von Op mit S, also auch
genau einen Punkt p’ auf dem Rand von S, siehe Abbildung ??(i). Damit
148t sich der Abstand von p zum Ursprung definieren als dg(0, p) := %. Die
Distanz zwischen zwei Punkten p und ¢ ergibt sich dann durch Verschiebung
der Menge S vom Ursprung zum Punkt p und Anwendung obiger Definition,
vgl. Abbildung ?7(ii):

_ lrdl
pd'|

Insbesondere konvexe Polygone als Einheitskreis S sind fiir die Bewegungsplanung

dS(pa q)

interessant.

A.3.3 Voronoi-Diagramme von Liniensegmenten

Im zweiten Fall wollen wir bei der euklidischen Metrik als Abstandsfunktion
bleiben, jedoch von Punkten verschiedene Objekte, ndmlich n Liniensegmente
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im IR? betrachten. Auch hier soll entsprechend Definition ?? ein Punkt z
der Ebene in der Voronoi—Region des Liniensegmentes liegen, das zu x einen
geringeren Abstand hat als alle anderen Liniensegmente. Dazu miissen wir
zunéchst festlegen, was wir unter dem Abstand eines Punktes p zu einem
Liniensegment ¢ verstehen. Wir definieren dies als den Abstand zwischen p
und dem zu p néchstgelegenen Punkt auf p, € £:

d(p, ) := mi .
(p, ) r;lel?\pq\

be

(i) (ii)
Abbildung A.6: Der zu p néchstgelegene Punkt auf einem Liniensegment.

Hier kénnen zwei Fille auftreten: liegt p in dem Streifen der beiden
senkrecht zu ¢ durch die Endpunkte von ¢ verlaufenden Geraden, so ist py
der Fuflpunkt des Lots von p auf £. Liegt p auerhalb dieses Streifens, so ist
p¢ einer der Endpunkte von £, vgl. Abbildung ?7?.

Wie sieht nun der Bisektor zwischen einem Punkt und einem Liniensegment
aus? Betrachten wir zunichst den Bisektor zwischen einem Punkt p =
(0,a),a # 0 und der X-Achse. Fiir einen Punkt (x,y) auf dem Bisektor
miissen die Absténde zu p und zur X—Achse gleich sein:

(z,y) € B(pX)

Sy = 2P+ (y—a)
(:>y2 = x2+y2—2ay+a2
1132 a

Dies ist die Gleichung einer Parabel. Fiir Liniensegmente bedeutet dies,
dafl der Bisektor innerhalb des Streifens aus einem Parabelstiick besteht.
Auflerhalb des Streifens ist der Bisektor gerade der Bisektor zwischen p und
dem jeweiligen Endpunkt von ¢, der Bisektor zwischen zwei Punkten ist eine
Gerade. Also besteht B(p, ¢) auBerhalb des Streifens aus zwei Halbgeraden,
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vgl. Abbildung ??. Der Bisektor zweier Liniensegmente besteht aus max.
sieben Teilstiicken, die &uleren sind Halbgeraden, die iibrigen Parabelstiicke
oder Liniensegmente. Abbildung 77 zeigt ein Beispiel eines solchen Bisektors,
an den einzelnen Teilstiicken ist dabei vermerkt, zwischen welchen Objekten
sie verlaufen. Abbildung ?7? zeigt ein Voronoi—Diagramm von Liniensegmenten.

Abbildung A.7: Der Bisektor eines Punktes und eines Liniensegmentes.

Abbildung A.8: Der Bisektor zwischen zwei Liniensegmenten.
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Abbildung A.9: Voronoi-Diagramm von sieben Liniensegmenten.

A.3.4 Voronoi—-Diagramme mit additiven Gewichten

Betrachten wir nun wieder eine Menge S von Punkten im IR?, hier jedoch
mit einer vom Objekt abhéngigen Abstandsfunktion, bei der zur euklidischen
Distanz zwischen p; € S und = € R? eine Konstante a; addiert wird:

di(x) := |piz| + ai.

Ein Bisektor zwischen zwei Punkten p;, p; € S ist, wie iiblich, die Menge
aller Punkte z € R?, die zu p; und pj den gleichen Abstand — gemessen
mit unserer neuen Abstandsfunktion — haben:

x € B(pi,pj)

B(ps, pj)
& di(z) = d;(z)
e |+ a; = |p;x| + aj
Ipiz| i ’pj | J i ;i
& |piz| — |pjz| = aj — a;.
aj > a;

Dies ist die Gleichung einer Hyperbel. Nebenstehende
Abbildung zeigt einen Bisektor fiir a; > a;.

Im Modell der um die p; wachsenden Kreise bedeutet ein additives
Gewicht, daf3 nicht alle Kreise zum gleichen Zeitpunkt entstehen. Das Gewicht
a; gibt die Zeit an, die verstreichen muf}, bis ein Kreis um p; mit seinem
Wachstum beginnen darf.

Weiterfithrendes zum Thema Voronoi-Diagramme findet sich z.B. im
Buch von Klein [?] oder dem Ubersichtsartikel von Aurenhammer und Klein

7).
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A.4 Davenport—Schinzel-Sequenzen

A.4.1 Definition und Eigenschaften

Definition A.7 Gegeben sei ein ein Alphabet ¥ = {A, B,C, ...} iiber n
Buchstaben. Ein Wort w tiber X heifit Davenport—Schinzel-Sequenz der
Ordnung s, wenn

(i) in w keine benachbarten Buchstaben gleich sind und

(ii) keine zwei verschiedenen Buchstaben einander mehr als s mal abwechseln.

7]

Das Wort ABBA ist also wegen BB keine Davenport—Schinzel-Sequenz,
und das Wort

ist eine Davenport—Schinzel-Sequenz der Ordnung 4.

Interessanter als die Davenport—Schinzel-Sequenzen selbst ist die Frage,
wie lang eine Davenport—Schinzel-Sequenz zu gegebenem n und s maximal
werden kann.

Definition A.8
As(n) := die maximale Lénge einer Davenport—Schinzel-Sequenz der Ordnung
s liber einem Alphabet ¥ mit n Buchstaben.

Die Berechnung der Funktion A4(n) ist ein kompliziertes kombinatorisches
Problem. Bekannt dariiber ist:

Theorem A.9 (Hart, Sharir, 1986)

Ai(n) = n

Xo(n) = 2n-—1

A3(n) € O(na(n))

M(n) € O(n-20M)
(n)

€ O(nlog'(n)) 7

Dabei ist a(n) das Inverse der Ackermann—Funktion [?]:

a(m) := min {n|An,n) >m}
A0,n) = n+1
A(k,0) = A(k-1,1)
A(k,n) = A(k-1,A(k,n—1))

Die Ackermann—Funktion wichst extrem schnell, z. B. ist bereits

2

A(47 m) — 22“ }m—mal
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Dementsprechend langsam wiichst «(n) und kann als nahezu konstant
angesehen werden. Auch

log*(n) := kleinstes m mit log(log(... (logn))) <1

m mal

wichst extrem langsam und ist “fast konstant”. Die A4(n) sind also fast
linear.

A.4.2 Anwendung: die untere Kontur von Funktionen

I
(i) (i)

Abbildung A.10: Die untere Kontur von Funktionen (i) iiber einem gemeinsamen
Intervall I und (ii) iiber Intervallen I;.

Definition A.10 Seien fi, fo,..., fy reellwertige Funktionen, entweder

(i) iiber einem gemeinsamen Intervall I oder

(ii) iber je einem Intervall I; C 1,1 < j <n.
Je zwei Funktionen mogen hochstens s gemeinsame Schnittpunkte haben.
Dann ist L(n) := min { fi(z) | 1 < ¢ < n} die untere Kontur (lower
envelope) der n Funktionsgraphen.

Theorem A.11
In den oben definierten Fillen besteht L(z) aus mazimal
(i) As(n)
(i1) Aoya(n)
Segmenten. [?]

Der Beweis dazu findet sich z. B. in [?].
Abbildung ?? zeigt ein Beispiel fiir untere Konturen, Abbildung 77 zeigt
als Spezialfall die untere Kontur eines Arrangements von Liniensegmenten.

Bemerkung A.12 Die untere Kontur von n Liniensegmenten hat die Komplezitdit
O(A3(n)) € O(n«a(n)). Diese Schranke ist scharf.
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Abbildung A.11: Die untere Kontur von Liniensegmenten.

Mehr iiber Davenport—Schinzel-Sequenzen und ihre Anwendungen findet
sich im Buch [?] oder im Ubersichtsartikel von Agarwal und Sharir [?].



Anhang B

Roboter

Abbildung ?7?

Abbildung ?7?(ii)

Abbildung ?7?
Abbildung ?7(i) Abbildung ??

Abbildung ??

Seite 77 unten

Abbildung ??

Abbildung ?7?

Abbildung ?7?

Abbildung 7?7 Abbildung 77?7

Abbildung B.1: Roboter zum Ausschneiden



194 Kapitel B Roboter




INHALTSVERZEICHNIS

Inhaltsverzeichnis



II

INHALTSVERZEICHNIS




ABBILDUNGSVERZEICHNIS

Abbildungsverzeichnis



v

ABBILDUNGSVERZEICHNIS




VERZEICHNIS DER ALGORITHMEN

Verzeichnis der Algorithmen



VI

VERZEICHNIS DER ALGORITHMEN




